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Aufgabe 1: Beweisen Sie mittels vollständiger Induktion:

a)
n∑
k=1

k =
n(n+ 1)

2
, b)

n∏
k=1

kk ≤ n
n(n+1)

2 .

Aufgabe 2: Zeigen Sie, dass die Funktion

g :]0,∞[→ R, x 7→

{
1
t
+ t− 2 , t ≤ 1

0 , t > 1

in 1 stetig differenzierbar, aber nicht zweimal differenzierbar ist.

Aufgabe 3: Bestimmen Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen:

a)
∞∑
n=1

(1 + 2 + · · ·+ n)zn b)
∞∑
n=1

(2n + 3n)zn.

Aufgabe 4: Berechnen Sie folgende Integrale:

a)
∫ π/2

0

cos(x)

1 + sin2(x)
dx , b)

∫ 1/
√
2

−1/
√
2

x2√
1− x2

dx , c)
∫ 1

0

1

1 + ex
dx.

Aufgabe 5: a) Untersuchen Sie folgende Reihen auf Konvergenz und absolute Kon-
vergenz:

(i)
∞∑
n=1

cos(nπ)√
n

(ii)
∞∑
n=1

e−2
√
n

√
n
.

b) Zeigen Sie:
∑∞

n=0

(
1
2n

+ (−1)n
3n

)
= 11

4

Hinweis zu a)(ii): Vergleichskriterium

Aufgabe 6: Bestimmen Sie die Taylorentwicklung von f(x) := (1+x) ln(1+x)−x
in x0 = 0.

Aufgabe 7: Die lineare Abbildung f : R3 → R2 sei definiert durch

f(x, y, z) =

(
3x+ 2y − 4z
x− 5y + 3z

)
.



a) Berechnen Sie die darstellende Matrix M(f ;A,B) für die Basen

A =

1
1
1

 ,

1
1
0

 ,

1
0
0

 und B =

((
1
3

)
,

(
2
5

))
.

b) Bestimmen Sie jeweils eine Basis und die Dimension von Bild f und Ker f .

Aufgabe 8: Bestimmen Sie die Werte λ ∈ R, für welche die folgenden Gleichungs-
systeme genau eine Lösung, keine Lösung oder mehrere Lösungen besitzen. Geben
Sie die Lösungsmenge an.

(i) x1 + x2 + λx3 = 1 (ii) x1 + 2x2 + λx3 = 2

x1 + λx2 + x3 = 1 2x1 + λx2 + 8x3 = 3

λx1 + x2 + x3 = 1

Aufgabe 9: Zeigen Sie, dass für beliebige a1, . . . , an ∈ K gilt:

det


1 1 . . . 1
a1 a2 . . . an
a21 a22 . . . a2n
...

...
...

an−11 an−12 . . . an−1n

 =
∏
i<j

(aj − ai).

Insbesondere sind die Vektoren xi = (1, ai, a
2
i , . . . , a

n−1
i )t ∈ Kn, i = 1, . . . , n, genau

dann linear unabhängig, wenn a1, . . . , an paarweise verschieden sind.

Aufgabe 10: Es sei

A :=


1 1 4 −2
−1 −3 −8 4
3 3 2 0
4 2 −4 4

 .

a) Berechnen Sie die Eigenwerte und die zugehörigen Eigenräume von A ∈ R(4,4).
b) Ist A diagonalisierbar bzw. trigonalisierbar über R?

Aufgabe 11: In Aufgabe 48 haben wir gesehen, dass durch

< A,B > := sp(At ·B)

ein Skalarprodukt auf dem R-Vektorraum V = R(n,n) der n × n-Matrizen gegeben
ist. Die Matrizen (

1 1
0 0

)
,

(
3 2
1 0

)
,

(
2 0
1 0

)
,

(
0 0
1 1

)
bilden eine Basis von V . Berechnen Sie aus diesen „Vektoren“ eine Orthonormalbasis
von V .

Aufgabe 12: Sei U ∈ C(n,n) ein unitäre Matrix. Zeigen Sie:

a) Ist λ ∈ C ein Eigenwert von U , so gilt |λ| = 1.

b) Es gilt | detU |2 = 1.


