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Seien X;, ¢ € IN, unabhéngig mit Verteilungsfunktion F. Sei g(X1,..., X,,)
integrierbar und symmetrisch in den Argumenten. Die zu Xi,..., X, mit
n > m gehorige U-Statistik ist

—1
n
= Xigyoooy X5 ).
Un (m) { Z g( 19 ’ 'Lm)

7;1 ----- i'm}c{l ----- ’VL}

46. Die Folge (Uy,, Fp)psm mit F, = F( X1, -, Xom) 'y Xpat, - - .) st
ein Riickwértsmartingal.
Hinweis: Es gilt U, = E(g(X1, ..., X)Xty -+, Xon)-

47. Setze g =g — E[g(Xy, ..., X;n)| und definiere

ge(x1, .. xk) = Elg(zr, .. xp, Xerr -, Xon)]
- E(g<X17JXm)|X1:x177Xk:xk)

Zeigen Sie, dass fiir eine U-Statistik U, mit E[g*(X1,..., X,,)] < oo gilt

= () £ () (e

mit ¢ := Var(gep(Xi,..., Xx)).
48. Zeigen Sie unter den Voraussetzungen aus Aufgabe 47:

b) Sei m fest und k zwischen 1 und m so, dass ¢; = 0 fiir j < k und ¢ > 0,
dann gilt
k()G 1
Var(U,) = —~—+0 (nk+1>‘

nk



49. Definiere U, = EU, +2 Y7 (¢:1(X;) — E[g(X1, . .., X;,,)]) mit gy wie
in Aufgabe 48. Sei E[¢?(X1,. .., X,,)] < co und ¢4 > 0.

a) Zeigen Sie, dass gilt
El(Uy — 0n)?) = O(n~2).

b) Folgern Sie
Vn(U, — EU,) = Ny m2¢, -

50. Geben Sie fiir folgende Funktionen die zugehdrigen U-Statistiken an
und berechnen Sie U, Var(U,) und die asymptotische Verteilung von U,,.

a) 9(51317$2) = I172,
b) 9($17$2) = ($1 - $2)27

c) g(z1,22) = 1(—00,0](3U1 + 9).



