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11. SeienX1, . . . , Xn unabhängig Nϑ,σ2-verteilt mit bekannter Varianz σ2.

a) Zeigen Sie, dass die Familie (Nϑ,σ2)ϑ∈R Hellinger-di�erenzierbar ist, und
bestimmen Sie die Ableitung.

b) Bestimmen Sie einen regulären und e�zienten Schätzer für E[X3
1 ].

c) Seien nun X1, . . . , Xn unabhängig N(ϑ, I)-verteilt mit ϑ ∈ R3 und der
Einheitsmatrix I. Dann ist der Schätzer

ϑ̂ =
(

1− 1

n|X̄n|2
)
X̄n

von ϑ in 0 nicht regulär.

Hinweis: Ist das Modell lokal asymptotisch normal (LAN), κ ein in ϑ stetig
di�erenzierbares Funktional und ϑ̂ regulär und e�zient in ϑ, so ist κ(ϑ̂)
regulär und e�zient für κ in ϑ.

12. (Komponentenweise E�zienz impliziert verbundene E�zienz.)
Sei Pna, a ∈ A, lokal asymptotisch normal in a. Für j = 1, . . . ,m seien
κj : A → R di�erenzierbar in a mit kanonischem Gradienten g0j, und κ̂j

reguläre und e�ziente Schätzer für κj in a. Dann ist κ̂ = (κ̂1, . . . , κ̂m)>

regulär und e�zient für κ = (κ1, . . . ,κm)> in a und asymptotisch linear mit
Ein�ussfunktion g0 = (g01, . . . , g0m)>.

13. Sei P die Familie der Verteilungen auf B mit endlichem vierten Mo-
ment. Seien X1, . . . , Xn unabhängig mit Verteilung P ∈ P . Sei κ(P ) das
zweite Moment von P . Zeigen Sie, dass κ di�erenzierbar ist, und bestimmen
Sie den (kanonischen) Gradienten und einen e�zienten Schätzer für κ.

14. Seien (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) unabhängige zweidimensionale Zufalls-
vektoren mit Verteilung Pϑ, so dass gilt: Yi = ϑXi + εi mit Xi und εi
unabhängig. Für jedes i = 1, . . . , n besitze εi die bekannte Dichte f mit



∫
u2f(u)du < ∞ und Xi die bekannte Dichte g mit

∫
x2g(x)dx > 0. f sei

stetig di�erenzierbar mit beschränkter Ableitung. Bestimmen Sie die e�zi-
ente Ein�ussfunktion. Ist der Kleinste Quadrate-Schätzer

ϑ̂ =

∑n
i=1XiYi∑n
i=1X

2
i

e�zient? Ist er regulär?

15. Sei T1, . . . , Tm eine Gruppe messbarer Transformationen auf Ω. Sei P
die Familie der Verteilungen auf F , die unter T1, . . . , Tm invariant sind. Seien
X1, . . . , Xn unabhängig mit Verteilung P ∈ P . Sei f ∈ L2(P ). Bestimmen
Sie ein lokales Modell in P , den kanonischen Gradienten von κ(P ) = Pf in
P und einen in P e�zienten Schätzer für Pf .


