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Seien (Xq1,Y7),...,(Xn,Y,) Beobachtungen eines nichtlinearen Re-
gressionsmodells

Y=7“19(X)—|—€

mit Fe = 0 und X, € unabhangig. Ein Schatzer fur ¢ ist der Kleinste-
Quadrate-Schatzer, eine Losung der Schatzgleichung

n

21 r9(X;)(Y; —rp(X;)) = 0.
=
Ein Schatzer fur Eh(Y) = Eh(ry(X) + ¢) ist die von-Mises-Statistik
~ 1 2
M= Z h(rg(X;) —rg(X;) +Y5).
1,7=1
Wie verhalten sich die Schatzer, wenn entweder
(1) die wahre Regressionsfunktion nicht von der Form ry ist oder
(2) X, € nicht unabhangig sind oder

(3) nicht Fe = 0 gilt?



Der Kleinste-Quadrate-Schatzer |0st

n

> re(X) (Y —ry(X;)) =0,
i=1

konvergiert also immer zur LOsSung von

Elry(X)(Y —ry(X))] = 0.
Das ist 4 im richtigen Modell.

a) Wenn nicht EFe = 0 gilt, 1aBt sich das Modell schreiben als

Y=r(X)4+pu+e mit Ee =0.

Also ist (3) ein Spezialfall von (1): Die wahre Regressionsfunktion
ist nicht von der Form rg4. Wir lassen (3) im folgenden weg.

b) Wenn die wahre Regressionsfunktion nicht von der Form ry ist,
werden wir auch einen “Fehler’” erhalten, der von X abhangt. Also
lassen wir auch weg: (2) X, € nicht unabhangig.



J im richtigen Modell.

Durch stochastische Entwicklung der Schatzgleichung ergibt sich

1 X .
0 = — ) (XY —rg(Xy))
"i=1
1 X ~ 1 X _
= =3 wy(X)ei — (@ =)= Y 75(X;) + op(n~1/3).
ni=1 "i=1

Also ist ¥ asymptotisch linear,

n

~ 1
0 =0+ (Br§(X) 71 3 ig(Xiei + op(n™/2),
1=1



-~

¥, wenn ry falsch ist. Das wahre Modell sei

Y =r(X)4+e, X,e unabhangig, Fe=0.

Sei P die Verteilung von (X,Y). Dann schatzt 9 die L6sung ¢(P) von
Elrg(X)(Y —ry(X))] = 0. Der “Fehler” ep =Y — rﬁ(P)(X) hat die
Zerlegung ep = e—l—r(X)—rﬁ(P)(X), ist also weder unabhangig von X
noch bedingt zentriert. Deshalb hat die stochastische Entwicklung
der Schatzgleichung einen zusatzlichen Term, mit 7'419(;)),

= - > (XD~ rp(X0) = L ey (Xeps
: :1
~@ =P, (XD~ 3 oy (Ker)
=1

_I_Op(n_l/z))



Resultat fur 9, wenn ry falsch ist:

Wenn die Regressionsfunktion r statt ry ist, schatzt ¥ die LOsung
Y(P) von E[rg(X)(Y —ry(X))] = 0 und ist asymptotisch linear,

0 = 9(P)+c HP) Y igepy(Xi)ep; + op(n”12),
1=1
und

c(P) = Eig py(X) — E[iy py(X)ep].

hangt auch von der zweiten Ableitung r4py ab.



Schatzen von Eh(Y).

Der Ubliche Schatzer fiir einen Erwartungswert EhR(Y) ist der em-
pirische Schatzer £, h(Y;). Er verwendet das Modell nicht und
ist robust gegen jede Fehlspezifikation. Die Faltungsdarstellung
Y = ry(X) + ¢ wird verwendet von der Von-Mises-Statistik

h(rg(X;) —rg(X;) +Y;)

. 1 2 R 1
M:?.Zlh(rg(Xi)‘Fé‘j) zp. )
,)—

(2

NG

Mmit Residuen

53‘ — Y} — T@(X])

(M wird effizient, wenn ¢ effizient fir ¢ ist und die Information
Ee = 0 durch Owen weights oder additive Korrektur verwendet wird.)



VVon-Mises-Statistik fur EA(Y) im richtigen Modell.

Erst M als Funktion von 9 um o entwickeln,

M = z hrg(Xo) +8) = z h(rg(X;) + €5)
1,j=1 1,7=1
4«90) ZOMX)fM&WWM&%Mﬂ+%WM%
1,7=1
= 5 > hra(X) + ) + (9~ ) H + op(n V)
i,j=1

mit H = E[rg(X)h'(Y)] — Erg(X)ER (Y).
Dann Hoeffding-Zerlegung,

LS (XD +ep =M ALY (hx;, — M + he; — M) 4 op(n=1/?)
1,7=1 =1

mit

hx = E(h(Y)|X), he = BE(R(Y)[e).



VVon-Mises-Statistik fur Eh(Y), wenn ry falsch ist. Das wahre
Modell sei

Y =r(X)4e, X,e unabhangig, FEe=0.
Sei P die Verteilung von (X,Y). Dann schatzt ¢ die Ldésung ¥(P)
von E[rg(X)(Y —ry(X))] = 0, und

€P=Y—7°19(P)(X):€+’I°(X)—TQ9(P)(X) und ’I",&(P)(X)
sind abhangig. Die Von-Mises-Statistik

. 1 2 R
M= 'Zl h(rs(X;) 4 &)
v,])—

wird aber von den Termen mit ¢ = 5 dominiert, schatzt also

M(P) = Eh(rypy(X1) +ep2) = /h(w(P)(w) + y) P~ ® PP (dz, dy).



Stochastische Entwicklung von M:

M = Z h(rg(X;) +&5) = % Z h(rypy(Xi) +epj)
zg 1 J=1
+ (9 - ﬁ(P))— Z (o) (Xi) = 9y (XNR (ry py(Xi) + epj)
1,7=1
‘|‘0p(n_1/2)
= Z h(rgcpy(Xi) +ep;) + (0 — 9(P))H(P) + op(n~1/?)
1,7=1
mit

H(P) = Elryp)(X1) (rypy(X1) +ep2)]
—Elrypy(X2)R' (ry(py(X1) + ep2)]-



Hoeffding-Zerlegung:

1 n
2 > h(ryp)(Xi) +epj)

ij=1
1 n
= M(P)+ = 3 (hpx, = M(P) + hpep, = M(P)) + op(n~/?)
i=1
mit
hpx, = E(h(rypy(X1) +ep2)[X1),

hpep, = E(h(ry(py(X1) +ep2)lep2).

Beispiel: Lineare Regression, Fehler nicht zentriert. Y = 9X +¢
mit Ee #*= 0 ist aquivalent zu Y = 49X 4+ 4+ mit Ee = 0.

Die Von-Mises-Statistik M schatzt dann
EX
EX?

M(P) = Bh(Ya + (9 4+ n=s ) (X1 = X2) ).



