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In dieser Notiz wird der Beweis des Satzes iber die Anzahl der Partitionen
einer natiirlichen Zahl vorgestellt. Die Darstellung folgt dem Beweis der Vor-
lesung.

Aufgabenstellung: Seien £ und N natiirliche Zahlen.
Gesucht ist die Anzahl der Losung der folgenden Gleichung:

x1+x2+...+$k_1—|—xk:N, (1)

wobei fiir jedes i € {1,...,k} die Variable x; eine natirliche Zahl oder Null
sein darf.

Beispiele:
1. Fiir £ =1 gibt es nur eine Losung: z; = N.
2. Fiir k = 2 gibt es genau N + 1 Losungen:
(x1,22) = (0, N) oder (1, N —1),..., (N —1,1) oder (N,0).

Hierbei gelten zum Beispiel (2, N —2) und (N — 2, 2) als zwei verschie-
dene Losungen.

3. Der Fall k = 3 ist aufwéndiger:

e Wenn wir x;y = 0 wihlen, gibt es wie im Fall £ = 2 insgesamt
N + 1 Moglichkeiten fiir x5 und z3;

e Falls z; = 1, suchen wir Lésungen der Gleichung
To + T3 = N —1.

Dafiir gibt es N Moglichkeiten.
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e Falls wir z; = i fiir ein ¢ € {0,..., N} setzen, gibt es N —i + 1
Losungen der Gleichung

To + T3 = N — 1.
Fiir £ = 3 ist die Anzahl der Losungen von Gleichung (1) somit:

N-(N+1)

ZN—@'+1:—+(N+1):(N+1)'(N+2)
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Ab dem Fall £ > 4 sind relativ viele Fallunterscheidungen nétig, um die
Losungen nach dem direkten Schema der Beispiele zu zéhlen. Uberraschen-
derweise gibt es eine pragnante Antwort:

Satz:
Die Anzahl der Losungen von Gleichung (1) ist genau

N+k—-1
k—1 '
Beweis:
Der Idee des Beweises liegen folgende zwei Beobachtungen zugrunde:
1. Losungen der Gleichung (1) entsprechen gewissen Partitionen von N.

2. Partitionen von NN enstprechen gewissen Folgen von Nullen und Einsen.

Wir fithren die erste Beobachtung nun genauer aus.
Wir kénnen N als Summe von Einsen schreiben:

1+1+...+14+1=N

~
N-mal

Wenn wir eine Losung der Gleichung (1) haben, haben wir gewisse x; €
{0,..., N} gegeben. Diese lassen sich ebenfalls als Summen von Einsen dar-
stellen:
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N—‘I;al
=14+...+1+1+... +14+...+14+...+1+...
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Tk _1-mal z-mal



Das heifst, wir teilen die Summe der N Einsen in k “Pakete” von Einsen auf,
wobei das i-te “Paket” aus genau z; Einsen besteht. Anders ausgedriickt,
haben wir eine Partition von N in k disjunkte Teile erhalten, die folgende
Bedingungen erfiillen:

e cin Teil der Partition kann leer sein (da jede Variable x; Null sein kann).

e die Teile der Partitionen “iiberlappen” sich nicht (siche auch Bemerkung
3 unten).

Es gilt aufserdem:

e Verschiedene Losungen von Gleichung (1) ergeben verschiedene Parti-
tionen;

e 7Zu jeder Partition von N in k Teile gibt es eine entsprechende Losung
der Gleichung (1);

Somit haben wir eine Bijektion zwischen folgenden Mengen erhalten:

{ Losungen der Gleichung (1) } LN { Partitionen von N in k Teile }.

Wenn wir also die Losungen der Gleichung zéhlen wollen, konnen wir statt-
dessen versuchen, die Anzahl der Partionen von N in k Teile zu bestimmen.

Nun erldutern wir die zweite Beobachtung der Beweisidee.

Partitionen von N konnen wir sparsamer codieren. Im oberen Ausdruck (2)
kénnen wir “4” weglassen und eine Trennung zwischen jedem i-ten Paket
aus r; Einsen und dem néchsten ¢ + 1-ten Paket aus x;,; Einsen durch eine
0 darstellen:
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(3)

Das Datum (3) kann als eine Folge mit genau N Einsen und genau k — 1
Nullen gesehen werden. Es sind genau k£ —1 Nullen, da wir £ —1 Trennstriche
zwischen den k£ Paketen haben. Wieder gilt:

e Verschiedene Partionen von N in k Teile ergeben verschiedene Folgen
mit N Einsen und k£ — 1 Nullen.



e 7Zu jeder Folge mit /V Einsen und £—1 Nullen gibt es eine entsprechende
Partition.

Das heifst wir haben eine weitere Bijektion, zwischen den folgenden Mengen:

{ Partitionen von N in k Teile } RN { Folgen mit N Einsen und k& — 1 Nullen }

Statt Partitionen von N in k Teile zu zéhlen, konnen wir versuchen, die Fol-
gen mit den erwahnten Bedingungen zéhlen.

Im letzten Teil des Beweises zéhlen wir schlieflich die Folgen mit N Einsen
und £ — 1 Nullen.

Die Wahl einer solchen Folge mit N + k — 1 Stellen entspricht folgendem
Vorgang: Wir ziehen aus der Menge {1, ..., N+k—1} genau k—1 verschiedene
Zahlen. Diese k — 1 Zahlen entsprechen genau den Stellen der Folge, bei
welchen eine Null steht.

Das heifst, dass es
N+k—-1\ (N+k-1
k—1 ) N

Folgen mit N Einsen und £ — 1 Nullen bezichungsweise Losungen der Glei-
chungen (1) gibt. Damit ist der Satz bewiesen. #

Noch einige Bemerkungen zum Abschlufs:

1. Da jede Variable x; in Gleichung (1) Null sein darf, erhalten wir mit
dem Satz die Anzahl aller Partitionen von N mit mazimal k nicht-
leeren Teilen.

2. Wenn wir k = N setzen, erhalten wir
N+N-1\ [(2N-1
N-1 ) \UN
mogliche Partitionen von N in nicht-leere Teile.

3. Diese Partitionen von N sollten allerdings nicht mit “Partitionen der
Menge {1,..., N}’ verwechselt werden!

e Eine Partition der Menge M = {1, ..., N} mit k Teilen ist gegeben
durch k disjunkte nicht-leere Teilmengen, dessen Vereinigung M
ergibt.



e im Allgemeinen diirfen sich die Teilmengen einer Partition von M
tiberlappen:

{1,N}U{2,...,N -1}
ist eine zuléssige Partition der N-elementigen Menge M.
Die Partitionen von N des Beweises iiberlappen sich nicht (englisch:

“non-crossing partitions”). So kann z.B. das “Paket zu z1” in (3) oder
(2) nicht aus der ersten und der letzten Eins bestehen.



