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In dieser Notiz werden die Grenzwerte zweier Funktionen f : R\{0} — R fiir
x — 0 bestimmt.
Aufgabe 1:

Was ist lim %?
x—0 1
Zuerst stellen wir eine “plausible” Behauptung iiber den Grenzwert an:
Wenn man den Graphen von f(z) = I% skizziert, sieht man, dass die Funk-
tion fiir x gegen 0 immer grofere positive Werte annimmt.
Wir nehmen daher an, dass f(z) fiir z — 0 bestimmt gegen unendlich kon-
vergiert:
Behauptung: lim i? = +00.
z—0
Eine dquivalente Formulierung der Behauptung ist folgende Aussage:

vV C >036§>0so dass fiir alle z # 0 mit |z] < gilt: >C. (1)

T2

Beweis von (1):  Sei eine beliebige Konstante C' > 0 vorgegeben. Wir miis-
sen ein passendes 0 > 0 finden so dass (1) fur die vorgegebene Konstante
C' erfiillt ist. Dazu schauen wir uns an, wozu die letzte Ungleichung in (1)
aquivalent ist:

1 1
> C = r? < = = 7] < —=.

C e

Aus |z| < %, folgt also || > C. Fiir das vorgegebene C' setzen wir nun
0= % Dann ist § > 0 und fiir alle z # 0 mit |z| < ¢ gilt dann || > C.
Somit ist (1) gezeigt.




Aufgabe 2:

Was ist lim e 27
z—0
Wieder brauchen wir erst einmal eine Behauptung iiber den Grenzwert:
Wir wissen bereits aus der oberen Aufgabe dass ;%2 — oo fiir x — 0.
Somit gilt —z% — —oo fiir x — 0.
Da g(y) = e¥ stetig ist, folgt

1
2

lime 22 =¢
x—0

: 1
limg 0 ——5
x .

Der letzte Ausdruck verhélt sich vermutlich wie lim,_,_,, €Y. Wenn wir uns
den Graphen zu ¢(y) = e anschauen, sehen wir dass fiir y — —oo die
Funktion g(y) immer kleinere positive Werte annimmt. Wir behaupten daher:

Behauptung : lir% e = 0.
T—>

Eine dquivalente Formulierung der Behauptung ist folgende Aussage:

Ve >030>0so dass fiir alle 2 # 0 mit |z| < § gilt: ‘e_w% <e. (2

Beweis von (2):  Sei ein beliebiges € > 0 vorgegeben. Wir miissen ein pas-
sendes ¢ finden so dass (2) erfiillt ist. Wir formulieren wieder zuerst die letzte
Ungleichung in (2) um:

1

<& <~ T
exz2

_ 1 B 1
‘e z <e = ez >—. (3)
g

Unter Verwendung der Ungleichung e¥ > y mit y = $—12 erhalten wir:

1 1 1 1 1
x? " e ¢ x?2 " e @)
Die letzte Ungleichung lésst sich nach |z| auflésen:
11 ,
o = ¥ <e = lz| < Ve (5)
T

Fiir das vorgegebene ¢ setzen wir nun § = /2. Dann folgt fir alle x # 0 mit
|z| < ¢ unter Verwendung der Folgerungen in (5), (4) und (3) schlieflich die
Giiltigkeit von (2).



