Losungshinweise

Dies sind keine Beweise, sondern Losungsskizzen. Es wird keine Richtigkeit gewéhrleistet.

Aufgabe 1. Wir sehen, dass 10 = —1 (mod 11) und damit

k k
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Aufgabe 2. Wir sehen, dass 7 | 1001 und damit 1000 = —1 (mod 7) also

k
n=asg...a2a1 = Z agiagi_l(lgi_zloooi_l
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Z Qivotip1a;(—1)"r = (=) agap_iap_o + ... — agasay + asaza;) (mod 7)
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Aufgabe 3. Nach Aufgabe 4 wissen wir, dass fiir alle n € N die Kongruenz n = n’

(mod 42) gilt.

Es folgt somit > ; a; =37 al

i

(mod 42) und per Definition die Behauptung.

Aufgabe 4. Sei n € N beliebig. Die Aussage ist dquivalent zu der Aussage: n = n’

(mod 42).
Weil 42 = (2)(3)(7) gilt und 2, 3,7 paarweise teilerfremd sind, ist die Aussage mit
dem chinesischen Restsatz dquivalent zur folgenden Aussage:

n=n" (mod 2)

n” (mod 3)

n=n" (mod?7)

Die erste Gleichung gilt offensichtlich fiir {0, 1} = Z/2Z.. Wegen des kleinen fermat-
schen Satzes gilt:
n®  (mod 3)

n=n" (mod?7)

Damit ist die dritte Gleichung gezeigt und die zweite folgt nun aus: n” = (n?)?(n)
n?(n) =n®=n (mod 3).



Aufgabe 5. Da 2" —y" = (x — y)(z" ' + 2" %y + ...+ 2y" 2 + y" ') miissen wir
nur pf "+ 2" 2y + .+ oy 2 4+ y" ! zeigen. Dap | v —y & =y (mod p)
folgt 2"t + 2" 2y + ...+ 2y 2 +y" L =nz" ! # 0 (mod p) nach Voraussetzung.

Aufgabe 6. Fiir k € Z, r € {0,1,2} gilt (3k+7)? = 9(K*+3k*r +kr*) +r> =0, %1
(mod 9) je nachdem ob r = 0,1, 2. Damit hinterlésst jede Kubikzahl die Reste £1
oder 0 modulo 9. Gilt a® + b + ¢* = 0 (mod 9) muss also eine der Zahlen a, b, c
durch 3 teilbar sein.

Aufgabe 7. Wenn die Zahl n? +n + 1 einen Teiler der Form 6k — 1 besitzt, muss sie
offensichtlich auch einen Primteiler dieser Form besitzen, da alle anderen Primzahlen
auler 2, 3 die Form 6k+ 1 haben. Angenommen p = 6k—1 | n?+n+1=p|n3—-1=
n® =1 (mod p). Da ¢(p) = 6k — 2 und (6k — 2,3) = 1 folgt aus n®> = 1 (mod p)
auch n =1 (mod p). Dann gilt n? + n+ 1 =3 (mod p). Widerspruch.

Aufgabe 8. Man muss hier zusitzlich (a,b) # (£1,+1) annehmen. a* + 4b* =
(a® +2b%)? — 4a®b* = (a® + 20 + 2ab)(a® 4 20* — 2ab) = ((a +b)? +b?)((a — b)? + b?)

Aufgabe 9. Man hat mindestens zwei aufeinanderfolgende ganze Zahlen ausgewéhlt.
Diese sind teilerfremd. Fiir den anderen Teil bemerke, dass es n ungerade Zahlen in
{1,2,...,2n} gibt und jede gerade Zahl ein vielfaches einer der Ungeraden Zahlen
in {1,2,...,2n} ist.

Aufgabe 10. Da fiir 0 < k < n — 1 keine der n Zahlen a + kd durch n teilbar ist,
liegen mindestens zwei in der selben Restklasse, d.h. es gibt k, k" € {0,...,n — 1},
sodass a + kd = a + k'd (mod n) < (k — k')d = 0 (mod n). Damit ist d Nullteiler
modulo n also (d,n) # 1.

Aufgabe 11. Sein € N. Angenommen es gibt nur endlich viele Primzahlen py, ..., p,
der Form 4k + 3, mit £ € N. Wir betrachten die Zahl x := py...p, — 1. Es gilt
x=4(p1...p, — 1) + 3. Somit hat  mindestens einen Primteiler ¢, mit ¢ = 41 + 3,
[ € N. Sonst hétte x Rest 1 bei Division durch 4. Nach Definition von z ist ¢ keine
der Primzahlen py,--- ,p,, dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass diese alle
Primzahlen der Form 4k + 3 mit k£ € N sind.

Aufgabe 12. Eine gerade volkommene Zahl hat die Form 2"~!(2" —1) fiir einn € N
mit 2" — 1 prim, also n ungerade. Wir haben

{1~1_1, n=1 (mod 4)

22" — 1) = (mod 5)

4.-7=3, n=3 (mod4)
Da die Zahl gerade ist folgt daraus die Behauptung.

Aufgabe 13. Da die Zahl gerade sein soll, ist a ungerade, also a = 2F] + 1, fiir
[,k € N, [ ungerade, n > 1. Desweiteren ist dann a* + 1 = a* — (=1)* = (a —
1)(a® ' —a*2?+...—1). Der rechte Faktor enthalt eine ungerade Anzahl ungerader
Summanden, ist also ungerade. Man sieht also, weil a® + 1 = 2"71(2" — 1) fiir ein
n € N sein muss, dass k = vg(a — 1) = va(a® + 1) = vp(2" (2" — 1)) = n — 1. Fir
2 < gilt n <27 alsor 271" < (201 4+ 12 41 = g0 1 = 20120 — 1),
womit [ = 1 folgen muss. Dann muss (2”_1)2%1 + 1 =2""1(2" — 1) gelten. Wegen
272" — 1) < (2”‘1)2n_1 +1 fir n > 2, reicht es n = 1 zu tiberpriifen. Offenbar ist
3% 4+ 1 = 28 volkommen.



Aufgabe 14. Mit euklidischem Algorithmus folgt:

42=4%9+6
9=1x6+3
6=2%3+0

Damit gilt ggT(42,9) =3 und 3 = 42 (—1) + 9 x 5. Damit ist (—5,25) € Z x Z eine
Losung. Und nach Skript ist sieht die Lésungsmenge wie folgt aus: {(—5 + %,25 —
) mit k € Z}.

Aufgabe 15. Es gibt keine Losung, weil 3 die Zahlen 42 und 9 teilt und damit auch
42x + 9y fiur all z,y € Z, aber 3 1 4.

Aufgabe 16. Wir miissen das System

2 (mod 3)
3 (mod 5)
2 (mod 7)

X
X
X

losen. Nach dem chinesischen Restsatz ist dieses System modulo 3 -5 -7 = 105
eindeutig l6sbar. Mithilfe des euklidischen Algorithmus 16sen wir zuerst

X =2 (mod 3)
X =3 (mod b).

Da 2-5—3-3 =1 sind die Losungen durch X =2-2-5+4+3-(-3) -3+ 15k =
—7 4 15k mit k € Z gegeben. Setzen wir dies in die letzte Zeile des urspriinglichen

Systems ein erhalten missen wir nur noch k = =7+ 15k = 2 (mod 7) so losen, dass
0 < =7+ 15k < 105. Wir sehen, dass k = 2 klar geht, d.h. X = 23.

Aufgabe 17. Seien m,n € N beliebige teilerfremde Zahlen. Dann ist die Aussage
nach dem chinesischen Restsatz dquivalent zum folgenden Gleichungssystem:

m># £ M =1 (mod m)
m># £ ™M =1 (mod n)
Es gilt n¥™ = 1 (mod m) und m#™ = 1 (mod n). AuBerdem gilt: m#™ = 0

(mod m) und n¥™ =0 (mod n). Einsetzen ergibt die Gleichung.

Aufgabe 18. Von 4 aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen hat eine der Form 4k + 3.

Aufgabe 19. Sei n = (%)2 + <§>2 & (bd)*n = a® + ¢*. Da (bd)*n Summe von zwei
ganzen Quadraten ist, ist die Anzahl der Primfaktoren der Form 4k + 3 von (bd)*n
gerade. Dann ist aber auch die Anzahl der Primfaktoren der Form 4k + 3 von n
gerade.

Aufgabe 20. Falls (a/b)"+ay(a/b)" '+ --+ao = p(%) = 0 mit 0.B.d.A. (a,b) = 1.
Gilt nach Multiplikation mit ", dass a™ = —b(a"ta; +a™ 2bay + - - - + agh™ ). Aus
(a,b) = 1 folgt nun b+ 1 und daraus § € Z.



Aufgabe 21. Die Menge aller rationalen Polynome ist abzahlbar.
Aufgabe 22. 42
Aufgabe 23. Es ist fiir p # 2,5:

) -GG -G

1, p==+1 (mod5)und p=+1 (mod 8)
B p=+2 (mod5)und p=+3 (mod 8)
]-1, p=+1 (mod5)undp==+3 (mod38)’
p=+2 (mod5)und p==+1 (mod 8)
also
10 )L, p==+1,4£3,£9 £+ 13 (mod 40)
p) |-1, p=47,4+11,4£17, 419 (mod 40)
Aufgabe 24. Angenommen es gibt nur endlich viele Primzahlen py, ..., p, der Form

8k + 7 bzw. 8k — 1. Dann ist jeder Primteiler p von (p;---p,)*> — 2 von der Form
8k + 1, da offensichtlich (p; -+ - p,)?> =2 (mod p) also (%) = 1. Dann wiirde aber
—1=(p1---pn)*—2=1 (mod 8) folgen. Widerspruch.
Aufgabe 25. Allgemein gilt fiir ein Polynom p(X) = AX? + BX + C vom Grad 2
und eine Primzahl p # 2 mit (p, A) = 1 mittels quadratischer Ergdanzung:
AX?+BX +C=0 (mod p)
& (2AX + B)? = B> — 4AC  (mod p)

Da X — 2AX + B als Abbildung der Restklassen bijektiv ist, besitzt diese Gleichung
genau dann zwei Losungen, falls (%) =1.

In unserem Fall ist nach Losungen modulo 391 = 17-23 gefragt. Wegen des chinesi-
chen Restsatzes brauchen wir also Losbarkeit modulo 17 und modulo 23. Allerdings
ist B? —4AC = —127 und (57) = () = (¥) = -1

23

Aufgabe 26. Angenommen {1,2,..., |,/p] +1} enthilt nur quadratische Reste. Sei
nun r € {1,...,p— 1} der kleinste quadratische Nichtrest. Da (|/p] +1)* > p, gibt
esein s € {2,...,|[/p) + 1}, sodass rs > p >r(s—1) = r >rs—p>0. Dars ein
quadratischer Nichtrest ist, ist dies auch rs — p, Widerspruch zur Minimalitit von
r.

Aufgabe 27.
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Fir die mittlere Zeile wurde b = ab’ substituiert. Die erste Gleichheit der letzten
Zeile folgt aus der geometrischen Summenformel
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fiir 1 + 0" # 0. Dei zweite Gleichheit aus der Formel Yy ¢ 717y« -1 (%/) = — (_Tl>,

welche gilt, weil es gleich viele quadratische Nichtreste wie Reste modulo [ ungleich
0 gibt.

Aufgabe 28. Da p = 2 (mod 3), definiert z + 2* einen Gruppenisomorphismus
von (Z/pZ)*.

Aufgabe 29. Wir definieren A := [2,1,2,1) und B : [1,2,1]. Dann gilt A =2+ %
und B = [1,2,1, B]. Wir lésen die Gleichungssysteme

A=[2,B],

B=14_———
2+ﬁ%

und erhalten B = HT*/E und A = @.

Aufgabe 30. Wir liefern nur das Ergebnis: v/2 = [1,2] und 1+—2‘/‘F’ = [1]

Aufgabe 31. Wir definieren A := [D,2D] und B = [2D]. Dann gilt B = 2D + +.
Losen des Gleichungssystems ergibt B = D + /1 + D?. Einsetzen in A = D + %
und Auflésen ergibt A = 1+ D2.



