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Übung 4

1. (3x 2 Pkt) Es seien A,B,C,A1, A2, . . . Ereignisse. Zeigen Sie:

a) Sind A und B sowie B und C unabhängig mit C ⊂ A, dann sind auch A\C
und B unabhängig.

b) Sei A eine Menge mit IP[A] ∈ {0, 1}. Dann sind A und jede beliebige Menge
B unabhängig.

c) Sind die Ereignisse A1, A2, . . . paarweise disjunkt und An und B sind un-
abhängig für alle n ∈ IIN, dann sind auch

⋃∞
n=1An und B unabhängig.

2. (3 + 3 Pkt) Die Variablen {Xk : k ∈ IIN} seien unabhängig mit IIP[Xk = 1] =
IIP[Xk = −1] = 1

2
. Wir setzen Yn =

∏n
k=1Xk. Zeigen Sie:

a) IIP[Yn = 1] = IIP[Yn = −1] = 1
2

(z.B. mit Induktion).

b) Die Variablen {Yk : k ∈ IIN} sind unabhängig.

3. (3 + 3 Pkt)

a) Seien {Ai}i∈I σ-Algebren für eine Indexmenge I. Beweisen Sie, dass

A =
⋂
i∈I

Ai

eine σ-Algebra ist.

b) Sei {Ft}t∈[0,∞) eine wachsende Folge von σ-Algebren, d.h. Fs ⊆ Ft für s ≤ t.
Sei weiter F eine σ-Algebra mit Ft ⊂ F ∀t ≥ 0. Sei T eine Zufallsvariable
mit {T ≤ t} ∈ Ft ∀t ≥ 0. Wir definieren

FT := {A ∈ F : A ∩ {T ≤ t} ∈ Ft ∀t ≥ 0} .

Zeigen Sie, dass FT eine σ-Algebra ist.
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4. (4x 1.5 Pkt) Sei A = {1, 2, 3} und a ∈ R \ A. Wir definieren Ω = A ∪ a. Man
gebe

a) die kleinste σ-Algebra über Ω an,

b) die größte σ-Algebra über Ω an,

c) die von {A, {2}} erzeugte σ-Algebra über Ω an

d) und man untersuche, ob die Vereinigung von σ-Algebren immer eine σ-
Algebra ist.
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