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Ubungsblatt 8

Hausiibungen

Die Hausiibungen miissen bis Dienstag, den 12.06.18, um 12:00 Uhr in den
Briefkasten “Lineare Algebra II” mit Threr Ubungsgruppennummer im Mathemati-
schen Institut, Raum 301 abgegeben werden.

H23 (10 Punkte): Wir betrachten den R?® mit der Bilinearform 8 : R® x R® — R

mit 3((z1, 22, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = —20001 — B2Y3 — T30.
(i) Stellen Sie die Gram-Matrix von /3 beziiglich der Standardbasis von R? auf.

)
(ii) Zeigen Sie, dass ( nicht ausgeartet ist.

) Gibt es Vektoren v € R3, v # 0, sodass (v, v) = 0?
)

(iv) Finden Sie eine Basis von R?, sodass die Gram-Matrix von (3 beziiglich der
neuen Basis Diagonalform hat.

(iii

H24 (10 Punkte): Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und 5: Vx V —
K eine nicht-ausgeartete Bilinearform. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen fiir
einen Endomorphismus f : V — V dquivalent sind:

(i) f ist eine Isometrie bzgl. 5, d.h. B(f(z),f(y)) = B(z, y) fir alle z,y € V.
(ii) f ist invertierbar und f=! = f*, wobei f* den bzgl. 8 zu f adjungierten Endo-
morphismus bezeichnet. Insbesondere gilt f** = f.

(iii) Ist (by,...,b,) eine Basis von V, B die Gram-Matrix von 5 und A die Darstel-
lungsmatrix von f bzgl. der gewihlten Basis, so gilt B = AT BA.

H25 (10 Punkte): Seien V und W beides K-Vektorrdume und f : V — W eine
lineare Abbildung. Sei weiter U C V ein Unterraum mit U C Kern(f). Wir erinnern
an die Definition des Faktorraums V /U aus Gruppeniibung 6.

(i) Zeigen Sie, dass die Abbildung

FV/USW
v+ U f(v)

wohldefiniert und linear ist, und dass f = f o 7 gilt, wobei 7 : V — V /U die
kanonische Projektion bezeichne (siche Gruppeniibung 6). Wir sagen auch, dass
f iber V /U faktorisiert.

Zeigen Sie auch, dass f eindeutig durch die Gleichung f = f o 7 bestimmt ist

und dass Kern(f) = Kern(f)/ U = n(Kern(f)).
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(ii) Sei g ein Endomorphismus von V und U C V ein g-invarianter Unterraum,
d.h. g(U) C U. Zeigen Sie, dass die Abbildung

g:V/U—=V]U
v+ U go)+ U

ein wohldefinierter Endomorphismus von V /U ist und dass die folgende Glei-
chung fiir die charakteristischen Polynome gilt (fiir dim(V') < o0):

Py = Py, - Py
(Hinweis: Stellen Sie die Abbildungsmatrix von g bzgl. einer speziellen Basis
auf. Fangen Sie mit einer Basis (uy,...,u;) von U an und ergénzen Sie die-
se mit Vektoren (ugi1,...,wu) zu einer Basis von V. Zeigen Sie, dass dann
T(Ukt1), ..., m(w) eine Basis von V /U ist.)

~

Bonus (5 Punkte): Zeigen Sie, dass fiir einen Unterraum X C V gilt, dass X° =
(V' /X)*, wobei hier kanonische Isomorphie vorliegt.



