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Dr. Stephan Ehlen, Dr. Chris Jennings-Shaffer, Jonathan Schiirr Universitat zu Koln

Ubungsblatt 6

Hausiibungen

Die Hausiibungen miissen bis Dienstag, den 29.05.18, um 12:00 Uhr in den
Briefkasten “Lineare Algebra II” mit Threr Ubungsgruppennummer im Mathemati-
schen Institut, Raum 301 abgegeben werden.

H17 (10 Punkte):
(i) Zeigen Sie, dass fiir den Jordanblock
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gilt, dass My, (ny = Pj(n) = (X — A", fiir das Minimalpolynom und das cha-
rakteristische Polynom.

(ii) Zeigen Sie, dass fiir eine quadratische Matrix A = diag(C}, ..., Cx) in Block-
diagonalform mit Blocken C; gilt, dass My = kgV(M¢,, ..., Mc,).

(iii) Zeigen Sie, dass fiir Matrizen in K"*"  deren charakteristisches Polynom vollstandig
in Linearfaktoren zerféllt, die Jordannormalform eindeutig durch das charakte-
ristische Polynom und das Minimalpolynom bestimmt ist, wenn n < 3.

(iv) Finden Sie zwei 4 x 4-Matrizen mit (wesentlich) unterschiedlicher Jordannor-
malform, die dieselben charakteristischen Polynome und Minimalpolynome be-
sitzen.

Losungsskizze. (i) Die Aussage iiber das charakteristische Polynom ist schon be-
kannt /bzw. trivial nachzurechnen. Das Minimalpolynom ist nun ein Teiler des
charakteristischen Polynoms, also von der Form (X — \)*. Wenn wir die Poten-
zen von (Jy(n) — AFE) betrachten, dann ist genau die n-te Potenz zum ersten
Mal die Nullmatrix. Das Minimalpolynom stimmt mit dem charakteristischen
Polynom iiberein.

(ii) Das ist einfach nachzurechnen. Beachte dazu, dass offensichtlich P(A4) = diag(P(C}), ..., P(Cy))
fiir alle Polynome P(X) € K[X]. Ein annullierendes Polynom muss also schon
die einzelnen C;-Blocke annullieren und ist damit jeweils ein Vielfaches der
Minimalpolynome der Blocke. Andererseits annulliert das kleinste gemeinsame
Vielfache der Minimalpolynome schon alle Blocke und damit die ganze Matrix.

(iii) Das charakteristische Polynom legt die Dimensionen der Hauptraume fest und
aus dem Minimalpolynom kann man die Gréfe des jeweils grofiten vorkommen-
den Jordanblockes ablesen (siehe (ii) und (i)). Man kann feststellen, dass durch
diese Informationen schon die Struktur der Jordannormalform bestimmt ist,
wenn n < 3.
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(iv) Man hat z.B.

A0 0 0 A1 00
0XNO 0 0 N0 0
A=10 0 r1] ™ B=1, ¢ 1
00 0 A 000 A

mit charakteristischen Polynomen (X — \)* und Minimalpolynomen (X — \)2,

H18 (10 Punkte): Bringen Sie die Matrizen

-7 =32 =32 =35
1 5 4 4
1 4 5 5
0 0 0 1

c C4><4

b
Il
N O =
S Y

0
0]l eC®3® und B=
1

auf Jordannormalform. Bestimmen Sie fiir die Matrix B auch explizit eine dazugehori-
ge Jordanbasis.

Losungsskizze. Es ist P4 = (X — 1)3. Man berechnet leicht dim(Eig(A, 1)) = 1,
damit gibt es nur einen Jordanblock und die Jordannormalform von A ist

— = O
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Fiir die Matrix B gilt, dass Pg = (X —1)*. Weiter berechnet man dim(Eig(B, 1)) = 2.
Damit gibt es entweder zwei Zweierblocke zum Eigenwert 1 oder einen Einerblock
und einen Dreierblock. Man berechnet noch dim(Eig,(B,1)) = 3. Damit liegt ein
Einerblock und ein Dreierblock vor und die Jordannormalform von B ist

1 000
0110
0011
0001

Fiir die Berechnung einer Jordanbasis geht man nach dem Algorithmus aus dem Skript
vor. Da es hier nur einen Eigenwert gibt, stimmt der ganze Vektorraum C*** mit
dem Hauptraum zum Eigenwert 1 iiberein. Der kleinste Index r, sodass Eig, (B, 1) =
Hau(B, 1) ist hier r = 3. Wir miissen also als erstes ein Komplement von Eig,(B,1) in
Eig;(B, 1) = C*** finden. Dazu bestimmen wir eine Basis von Eig,(B, 1) und ergéinzen
diese zu einer Basis des ganzen C**4. Man findet z.B. ((1,0,0,0)7,(0,1,0,0)%,(0,0,1,0)7)
als eine Basis von Eig,(B,1). Man ergénzt jetzt z.B. mit v = (0,0,0, 1) zu einer Ba-
sis des ganzen Raumes. Nach dem Skript ist jetzt ((B — E)?v,(B — E)v,v) eine
Teilbasis, die zu dem Dreier-Jordanblock korrespondiert. Explizit erhélt man hier
((—8,1,1,0)T,(=35,4,5,0)7,(0,0,0,1)T) als Teilbasis zum Dreierblock. Der niichste
Schritt nach dem Algorithmus wiire, ein Komplement von Eig(B, 1) ®C(—35,4,5,0)7
in Eig, (B, 1) zu bestimmen. Dieses ist aber null, da dim(Eig(B, 1)®C(-35,4,5,0)T) =

2



Lineare Algebra Il SS 2018
Dr. Stephan Ehlen, Dr. Chris Jennings-Shaffer, Jonathan Schiirr Universitat zu Koln

3 = dim(Eig,(B, 1)). Es gibt ja keine Zweierblocke. Im letzten Schritt bestimmen wir
ein Komplement von C(—8,1,1,0)7 in Eig(B, 1). Dazu bestimmen wir erst eine Basis
von Eig(B, 1). Man findet z.B. ((—4,1,0,0)%, (—4,0,1,0)T) als Basis des Eigenraums.
Man kann jetzt (—8,1,1,0)7 z.B. mit (—4,1,0,0)T zu einer Basis des Eigenraumes
erginzen. Man erhélt insgesamt als eine Jordanbasis

((—4,1,0,0)", (=8,1,1,0)", (—35,4,5,0) ", (0,0,0, 1) 7).

H19 (10 Punkte): In dieser Aufgabe betrachten wir die e-Funktion fiir Matrizen

in C"*" oder R™"*". Sei A eine solche Matrix. Dann definieren wir e4 := zozo %Ak.

Diese Reihe konvergiert fiir alle reellen oder komplexen Matrizen bzgl. einer beliebigen
Matrixnorm und definiert eine Abbildung C"*" — C™*" bzw. R™*" — R™*". Es gilt
eAtB = e4eB fiir Matrizen A, B mit AB = BA (sonst gilt diese Funktionalgleichung
der e-Funktion nicht!).
(i) Zeigen Sie, dass 5 45 = §~1eAS fiir invertierbare Matrizen S.
(ii) Zeigen Sie, dass fiir eine Matrix A = diag(Cy,..., Cy,) in Blockdiagonalform
gilt, dass e? = diag(e®, ..., e%m).
(iii) Berechnen Sie e’*(™) fiir den Jordanblock Jy(n).
(iv) Zeigen Sie, dass det(e?) = €54 fiir alle Matrizen A € C"*".
Hinweis: Uber C zerfallen alle Polynome in Linearfaktoren.

Bonus (5 Punkte): Berechnen Sie

fir ¢ € R.

Losungsskizze. (i) Esist > ;o H(STTAS)F =507 £571ARS = 57150, AR S.
(ii) Die Addition und Multiplikation von Matrizen in Blockdiagonalform ergibt sich
blockweise. Auch die Reihe kann dann blockweise gebildet werden.

(iii) Es ist Jx(n) = AE, + H die Zerlegung in den skalaren und den nilpotenten
Teil. Diese beiden Matrizen vertauschen und es gilt nach der Eingangsbemer-
kung, dass e = eMnef Nach (i) gilt weiter e*» = ¢*E,. Es ist leicht

auszurechnen, dass
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Damit gilt
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(iv) Da det(S7'AS) = det(A) und auch Spur(S—'AS) = Spur(A) gilt, kénnen wir
wegen (i) oBdA annehmen, dass A eine Matrix in Jordannormalform ist (alle
Polynome iiber C zerfallen). Wegen (ii) und der Multiplikativitéit der Determi-
nante fiir Blockdiagonalmatrizen und der Additivitat der Spur fiir solche Ma-
trizen und der Funktionalgleichung der skalaren e-Funktion kénnen wir weiter
oBdA annehmen, dass A ein Jordanblock ist. Dann liest man die Aussage aus

der (iii) ab.
Bonus: Wir konnen die Matrix mit der Basiswechselmatrix S = (i _1Z) zu (z(;b —Oi ¢>

0 —¢)
diagonalisieren. Damit und der (i) berechnet sich die e-Funktion zu e ¢ 0)
cos¢p —sing
sing cos¢ )



