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Gruppeniibungen 5

Die Gruppeniibungen sind zum gemeinsamen Bearbeiten wihrend der Ubungsgrup-
pen (in der Woche vom 14.5.) gedacht. Sie miissen nicht abgegeben werden und werden
nicht bewertet.

Aufgabe 1: Wir nennen zwei Matrizen A, B € K"*™ dhnlich, wenn es eine inver-
tierbare Matrix S € K™*" gibt, mit S™'AS = B. Zwei Matrizen sind also #hnlich,
wenn sie zueinander konjugiert sind.

(i) Zeigen Sie, dass der Ahnlichkeitsbegriff eine Aquivalenzrelation ~ auf K"*"
definiert. D.h. es gilt stets A ~ A (Reflexivitét), aus A ~ B folgt stets B ~ A
(Symmetrie) und aus A ~ B, B ~ C folgt A ~ C (Transitivitét).

(ii) Die Aquivalenzklassen bzgl. der Ahnlichkeitsrelation zerlegen die Menge der
Matrizen. Zeigen Sie, dass in der Aquivalenzklasse einer Matrix A, deren cha-
rakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerféllt, eine Matrix in Jordannor-
malform liegt und sich zwei Matrizen in Jordannormalform, die in der selben
Aquivalenzklasse liegen, nur in der Reihenfolge der Jordanblocke unterscheiden.

Insbesondere bilden die Matrizen in Jordannormalform ein vollsténdiges (und
bis auf die Reihenfolge der Blocke minimales) Vertretersystem der Ahnlichkeits-
klassen, wenn alle Polynome {iber K in Linearfaktoren zerfallen.

Lésungsskizze. (i) Das ist einfach nachzurechnen. Esist A ~ A, da E~'AE = A.
AuBerdem, wenn A ~ B also S7'AS = B, dann SBS™! = (S71)7!BS~! =
A. Zuletzt: Aus S7!BS = C und (9")7'AS" = B folgt S7((8")tAS)S =
(S'S)"TA(S'S) = C.

(ii) Das ist eine Umformulierung der bekannten Sétze aus der Vorlesung iiber die
Existenz und Eindeutigkeit der Jordannormalform zu einer Matrix.



