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Gruppeniibungen 6

Die Gruppeniibungen sind zum gemeinsamen Bearbeiten wihrend der Ubungsgrup-
pen (in der Woche vom 28.5.) gedacht. Sie miissen nicht abgegeben werden und werden
nicht bewertet.

Aufgabe 1: Sei V ein Vektorraum iiber einem Kérper K und U C V ein Unterraum
von V. Wir definieren auf V' eine Aquivalenzrelation ~ durch

M ~U S U — 1 €U

Sei V /U die Menge der Aquivalepzklassen beziiglich ~. Wir benutzen die Notation
v+ U :={v+u|ue U} fir die Aquivalenzklasse in V' /U, die v enthélt. Die Menge
V /U wird zu einem K-Vektorraum, indem wir die Addition

(n+U0)+(w+U)=(w+n+U), unneV
und die Skalarmultiplikation
AMov+U)=Mv+U), veV, ek
definieren. Man nennt V' /U den Faktorvektorraum von V nach U.

(i) Zeigen Sie, dass die Addition und Skalarmultiplikation auf V' /U wohldefiniert
sind und V' /U zu einem K-Vektorraum machen.

(ii) Zeigen Sie, dass die Abbildung 7 : V' — V /U mit v — (v + U) ein surjek-
tiver Vektorraumhomomorphismus ist mit Kern(7) = U. Diese wird auch als
kanonische Projektion bezeichnet.

(iii) Zeigen Sie die Dimensionsformel dim(V /U) = dim(V) — dim(U).

Losungsskizze. (i) Nur die Wohldefiniertheit ist zu zeigen, die Rechenregeln ver-
erben sich von der Vektorraumstruktur auf V. Man muss die Unabhéngigkeit
der Definitionen von konkreten Reprisentanten der Aquivalenzklassen zeigen.
Mit einem Reprisentanten v der Aquivalenzklasse v + U sind auch alle v + u
mit u € U Repriasentanten dieser Klasse. Es gilt nun z.B. fiir die Additi-
on, dass ((v+u)+ U)+ (w+v)+U) = (v+w+u+u)+ U) und
(v+wt+u+u)+U=v4+w+u+U=v+w+ U =: (v+U)+(w+ U). Damit
ist die Unabhéngigkeit der Addition von konkreten Repriisentanten der Aquiva-
lenzklassen nachgewiesen und die Wohldefiniertheit der Addition gezeigt. Fiir
die Definition der Skalarmultiplikation geht man analog vor.

(ii) Die Aussagen folgen direkt aus den Definitionen. Die Abbildung ist linear nach
Definition der Rechenoperationen auf V /U, surjektiv, da jede Aquivalenzklasse
Reprisentanten hat, und der Kern ist U, da die Null in V /U gleich 04+ U = U
ist und 7 genau die Représentanten auf ihre Aquivalenzklassen abbildet.

(iii) Das folgt aus der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen (dim( V') = dim(Kern(f))+
rang(f)) angewendet auf die Abbildung 7.



