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(13.) Bonusiibung zur Vorlesung Mathematik fiir Lehramtsstudierende II
Dr. Sandra Kliem, Dr. Holger Deppe

Aufgabe 1. (7 Punkte)
Finden Sie alle Losung(en) der Differentialgleichung & = 1z + ¢3 auf I = (0, 00).

Loésung.

Es handelt sich um eine inhomogene lineare DGL auf R!, die wir mit Bem./Lemma 9.18 16sen
kénnen (mit a(t) = %, b(t) = t3). Setze ty = 1. Die homogene Gleichung i = %1’ mit Anfangsbe-
dingung ag(tg) = 1 hat nach (1) die Losung

ap(t) = exp (/t % dT) = exp(In(t) — In(tp)) = exp(In(t)) = t.

Nach (3) (Variation der Konstanten) hat die gegebene inhomogene DGL genau die Losungen
a(t) = u(t)ap(t) mit
t t
u(t) =u(to) + [ b(r)/ao(r) dr = u(1) —|—/ /rdr=C+1t3/3
to 1
mit C' € R beliebig, also haben die Losungen der DGL die Form a(t) = (C +13/3)t = Ct+1*/3,
CeR.

Aufgabe 2. (7 Punkte)

Sei
3 2 -1
A=12 6 -2
0 0 2

Finden Sie eine Lésung o : R — C? der DGL # = Az zum Anfangswert a/(0) = (5,0,0)7, indem
Sie zunéchst A in Jordansche Normalform bringen.

Losung.
Es ist (Entwicklung nach der 3. Zeile)

3—t 2 -1

Po(t) =det(A—tE)=det | 2 6—t -2 |=2-t)((3-1)(6-1t)—4)
0 0 2-—t
=2-t)(t* -9t +14) = —(t—-2)*t-7)

und

1 2 -1 1
ker(A—2F)=ker[2 4 —2| =Lin¢ (0],
00 O 1

-4 2 -1 1
ker(A—T7FE)=ker| 2 —1 —2]| =Lin 2)
0 0 -5 0
1



2

(Man priift leicht nach, dass die rechts angegebenen Vektoren jeweils im entsprechenden Kern
liegen, und damit aus Ranggriinden diesen erzeugen.)

Also ist A diagonalisierbar und durch Basiswechsel mit der Matrix 771 := , deren

o

0
1
2

SN =

Spaltenvektoren die obigen Eigenvektoren sind, erhalten wir

200

TAT'=(0 2 0| =B
00 7

mit

Da B = TAT~! eine Diagonalmatrix ist, ist sie erst recht in Jordanscher Normalform. Nach
Bem. 9.26 ergibt sich die Losung a(t) der DGL mit zg = (5,0,0)7 damit zu

5 4 4¢3 4e? 4 €t
Oé(t) _ T—letBT 0ol = T—letB 92| = T—l _262t —_ _26215 4 267t
0 1 e’ 0

Aufgabe 3. (7 Punkte)
Losen Sie die DGL aus Aufgabe 2 (mit gleichem Anfangswert) iiber den Losungsansatz von
Bem. 9.30.

Losung.
Wie in der Losung fiir Aufgabe 2 berechnet man

3-t 2 -1
Pat) =det(A—tE) =det | 2 6-t -2 | =@2-t)((3-1t)(6—1t) —4)
0 0 2-t

=2-t)(t* =9t +14) = —(t —2)*(t —7)

Nach Bem. 9.30 lassen sich die Komponenten jeder Loésung schreiben als komplexe Linearkom-
binationen von e?t, te** und e”. Wir machen also den Ansatz

(a1 + bit)e? + cre™
a(t) = | (ag + bat)e* + cre™
(a3 + bst)e? + cze™

mit a;, b;,¢; € C, ¢ =1,2,3. Dann ist

(2@1 + b1 + 2blt)€2t + 70167t
d(t) = (2&2 + by + 2b2t)€2t + 76267t
(2a3 + b3 + 2bst)e? + Tcze™

Aus &(t) = Aa(t) erhalten wir also das Gleichungssystem

(2a1 4 by + 2b1t)e?t + Tere™ = 3(ay + bit)e?t + 3c1e™ + 2(ag + bat)e?t + 2c0e™ — (a3 + bst)e? — c3e™
(2a2 + by + 2b2t)62t + Tege™ = 2(ay + blt)th +2c1e™ + 6(ag + th)th + 6ege™ — 2(ag + b3t)€2t — 2¢3e"
(2a3 + b + 2bst)e? 4 Teze™ = 2(az + bst)e? + 2cze™
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Da die Funktionen €%, te? und e linear unabhiingig sind, miissen in jeder der obigen Glei-
chungen die Koeffizienten vor diesen 3 Funktionen jeweils gleich sein; insgesamt erhalten wir so
3 x 3 = 9 Gleichungen in den 9 Unbekannten a;, b;,¢;, 1 = 1,2, 3:

(1
(2
(3
(4
(
(

2a1 + b1 = 3a1 + 2a9 — as
2by = 3b1 + 2by — b3
Tc1 = 3c1 + 2¢c0 — c3

2a9 + by = 2a1 + 6as — 2as
2bg = 2by + 6by — 2b3
Tcog = 2¢1 + 6¢co — 2c¢3

S Ot
~— — ' ~— ~— ~— ~— ~—— ~—

(7 2a3 + by = 2a3
(8 2b3 = 2b3
(9 763 = 203

(8) ist trivialerweise erfiillt. Aus (7) folgt bz = 0, aus (9) folgt c3 = 0 und aus der Anfangsbe-
dingung

a1 + ¢1€° a1 +c1 5)
a(0) = [age® +c2e® | = lag+c2| =0
ase? + cse? as + c3 0
folgt a1 =5—c1,a2 = —co und ag = —cg = 0. Wir kénnen also jeweils den letzten Term aus (1)-

(6) streichen und erhalten, dass (2) und (5) dquivalent sind zu by = —2b9, (3) und (6) dquivalent
sind zu cg = 2¢;. Damit ist a; =5 — ¢ =5 — ¢2/2 = 5 + ag/2. Setzen wir dies in (1) und (4)
ein, erhalten wir

5
a1+2a2:5+§a2:bl :—2()2, 2(11+4(12=10+5(12:b2,

also 20 + 10ay = 2by = —5 — gaz und damit ag = =2, a1 =4, =0=b1,c1 =1, co =2 und

damit

a(t) = [ —2e + 2¢
0

Man kann relativ leicht nachpriifen, dass dieses o auch tatséchlich die Anfangsbedingung und
die DGL erfiillt.

Aufgabe 4. (7 Punkte)
Losen Sie die DGL z = Az mit

Tipp: Losungsansatz von Bem. 9.30.



Losung.
Es ist
1—t 1 1
Po(t)=det(A—tE)=det | 0 2—-t 1 |=—(t—-1)>3
0 -1 —t
Wir machen also nach Bem. 9.30 den Ansatz
(a1 + b1t + Clt2)6t
a(t) = (CLQ + bot + 62t2)6t
(a3 + bst + ct?)e!
Dann ist ¢;(t) = (a; + b; + bit + 2¢;t + c;it?)el fiir i = 1,2,3. Aus &(t) = Aa(t) erhalten wir also
nach Division durch e’ # 0 das Gleichungssystem

(a1 +b1) + (by + 2¢1)t + c1t? = ag + byt + c1t® + ag + bat + cat® + az + bst + c3t?
(ag + bz) + (bg + 262)t + Cgt2 = 2a9 + 2bot + 262t2 + ag + bst + 03t2
(ag + bg) + (b3 + 263)t + Cgt2 = —as — bgt — Czt2

Koeffizientenvergleich ergibt jeweils drei lineare Gleichungen in den Unbekannten a;, b;, ¢;:

(1) cpr=c+c+c3 &< 2= —c3

1
(2) b1 +2c1 =b1 4+ by + b3 <— 01:§(b2+b3)
(3) a1 +by=a;+as+a3 < by =as+as
(4) co =200+ c3 < o= —c3

1

(5) bo 4+ 2c0 = 2by + b3 < 9 = 5([)2 + b3)
(6) as + by = 2a9 + a3 < by = as + ag
(7) C3 = —C2
(8) b3 + 2c3 = —by
9) az + by = —as

Da es keine Gleichung gibt, die nur die a; enthélt, versuchen wir a1, as, ag frei zu wiahlen. Dann

ergeben sich die Werte fiir by, by und b3 = —az — a3 aus (3),(6) und (9). Aus (2) erhalten wir

nach Einsetzen von (6) und (9) ¢; = 0 und aus (5) ¢z = 0. Aus den #quivalenten Gleichungen

(1), (4) und (7) folgt c3 = 0. Mit diesen Werten ist auch die letzte Gleichung (8) erfiillt. Also
hat die DGL die Lésungen

(a1 + (ag + ag)t)et

a(t)=| (az+ (a2 + a3)t)e

(a3 + (—az — a3)t)e’

mit a; beliebig.

Aufgabe 5. (7 Punkte)
Bestimmen Sie alle reellwertigen Losungen o € C1(R, R?) der DGL

(31



Losung.

Wir betrachten B := < 3 1> zunéchst als Matrix iiber C. Es gilt

-1 3
-1 3-t
und Pgp(t) hat (z.B. via p-g-Formel) die Nullstellen ¢; = 3 & i. Wir machen den reellen Ansatz
(Bem. 9.34) mit B9 = ¢3(cos(t) 4 isin(t)). Sei also
(t are3 cos(t) + bre® sin(t)
(8% =
aze3t cos(t) + beedt sin(t)

Pp(t) = det(B — tE) = det (315 1 )

)7 al,bl,GQ,bQGR.

Dann ist
(1) 3aie3t cos(t) — a1e3 sin(t) + 3bye3t sin(t) + bye® cos(t)
(0% =
3agedt cos(t) — agedt sin(t) + 3boedt sin(t) + baedt cos(t)
Koeffizientenvergleich ergibt die 4 Gleichungen
3a1 + by =3a1 +ay < by =ay
—a1+3b1 =3b1 + by <= a1 = —by
3as + by = —a1 +3ay < a1 = —by
—ag + 3by = —b1 +3by <= a2 =b;
Durch Einsetzen erhalten wir die allgemeine rellwertige Losung

t in(t
aft) = (s Faxsinin) R
ag cos(t) — aq sin(t)

Aufgabe 6. (7 Punkte)
Wir betrachten das inhomogene Differentialgleichungssystem
T1 = X9
Zo + x1 = sin(t)
Finden Sie alle Losungen dieses Systems, indem Sie zunéchst (durch Raten) die Lésungsmenge

des zugehorigen homogenen Differentialgleichungssystems bestimmen.
Tipp: sin?(t) hat die Stammfunktion (¢ — sin(t) cos(t)) (und welche Ableitung?).

A= <01 (1)> bt = (m?(t)) :

cos(t) _ (sin(t) ) .
— sin( t)> und ap(t) = <cos (1) Losungen des homogenen Glei-

Losung.
Sei

Offensichtlich sind a1 (t) = (

chungssystems & = Ax. Da a1(0) = (1,0)7 und a(0) = (0, 1) linear unabhingig sind, sind auch
a1 und ag linear unabhéingig und erzeugen damit nach Satz 9.22(b) den homogenen Losungsraum
L(A,0). Wir wenden nun den Ansatz aus Bem./Lemma 9.23 aus der Vorlesung an, um daraus
eine Losung des inhomogenen Systems zu konstruieren: Sei

B(t) = (0 (1), an(t)) = ( cos(t) sin(t)> el = (cos(t) —sin(t)> ‘

—sin(t) cos(t) sin(t)  cos(t)



Dann ist

esamte Losungsmenge ist dann
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