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[Notqiionen

Liste einiger hiufig benutzter Symbole:

NnNarEONZ

-
|ﬁ!
min
L/K
[L:K]
K(a)
gH
G/H
g (mod H)
Fy
E

={1,2,3,4,...}, die natiirlichen Zahlen
={0,1,—-1,2,-2,3,-3,...}, die ganzen Zahlen

der Korper der rationalen Zahlen

der Korper der reellen Zahlen

der Korper der komplexen Zahlen

Sind A und B Mengen, so bedeutet A C B, dass A in B enthalten ist
und Gleichheit ist nicht ausgeschlossen (d.h. (A CB) < (a € A =
a € B))

ACBundA #B

Die Anzahl der Elemente einer Menge A

m teilt n (zum Beispiel in Z: es ex. ein x € Z, so dass mx = n gilt)
m teilt nicht n

K C L Korpererweiterung

= |/k| der Grad der Korpererweiterung.

={ap-o®+ay-a' +ay-a®+--- | a; € K} Kérpererweiterung

= {g-h|h € H} Restklasse von g modulo H

={gH | g € G}

=gH € G/n

= Z/pz. Korper

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit






[0. Motivation/Einleitung

Von Interesse in der Zahlentheorie: Losen von Diophantischen Gleichungen:
polynomielle Gleichungen mit Koeffizienten in Z (oder in Q) & dabei werden Ganzzahlige Losun-
gen gesucht.

Es kann hilfreich sein, hierzu in Zahlkorpern zu arbeiten, das sind endliche Korpererweiterungen

von Q.

Beispiel Welche n € N lassen sich als Summe:

n=a*+b
mit a, b € Z schreiben?

Etwas spezieller: Gibt es fiir ein p € N Primzahl a, b € N mit
p=a+b*?

2=124+12 v
3£+ X
S=n4-1"
7 X
X
"4

p%e
13=3%2422

Beobachtung:
Ist p # 2 und p = a® + b so folgt:

p=1 (mod 4)
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Denn:
mod4: 0°=0 (mod 4)
12=1 (mod 4)
22=0 (mod 4)
32=1 (mod 4)

p=0+0 =4|p
p=1+1 = pgerade /

Es gilt auch die Umkehrung:

Satz 0.1 Sei p # 2 eine Primzahl. Dann gilt:

Es existieren a, b € Z mit p = a® + b* genau dann, wenn p =1 (mod 4).

m Erinnerung Die Gaufischen ganzen Zahlen sind der Ring
Zli|:=={a+bi|a, beZ}.

In Algebra haben wir gezeigt, dass Z[i] euklidisch (,, Division mit Rest*) ist, daraus folgt dass Z|i]
Jaktoriell (,,Eindeutige Primfaktorzerlegung “) ist. Gradabbildung ist die Norm:

NZZ[i] — NO

a+bi—s a® +b°.

Die Norm ist multiplikativ: N(x-y) = N(x) - N(y).
Division mit Rest: Sei b € Z[i] \ {0}. Dann gilt: Va € Zl[i] : 3 q,r € Z[i] mit:

a=q-b+rund N(r) < N(D).

Beweis von Satz 0.1: Beweisstrategie:
,’é“
Im Beispiel vorher gezeigt.

”S: p=1 (mod 4), so ist p € Zli] nicht prim (< nicht irreduzibel).
=3 x, y € Z[i]\ (Z[i]* U{0}) mit:
p=x-y
Erinnerung: Z[i]* = {£1, £i} ={x € Z[i] |[N(x) =1}
=N(p) = p*> =N(x-y) = N(x)-N(y), wobei gilt: N(x) # 1 # N().
=N(x)=NQ)=p
= Ist z.B.: x = a + bi € Z[i], so folgt: p = N(x) = a* + b*.

Noch zu zeigen ist:
p ist in Z[i] nicht prim.




0.1

0.1 Zahlentheorie %

Zahlentheorie

Saftz — Satz von Wilson.

p Primzahl <— —1=(p—1)! (mod p).

113

Beweis: ,,=
Sei p Primzahl.

Il
T
—_
~—
—
S
|
o
~—
—
A
|
)
~—

..... 3.2.1 (mod p).

Zu zeigen ist demnach: (p—2)-(p—3)----- 3:2-1=1 (mod p).
Die Menge der Faktoren {1,2,...,p — 1} entspricht genau den Einheiten in Z/pz =F,. Da F,
Korper ist, hat die Gleichung:

x*=1 (mod p)

modulo p genau 2 Losungen (x = £1 (mod p)).
Deshalb: Fiir x € IF, mit x # £1 gilt:

x#x !

=(-2)-(p—3)----3-2=1 (mod p),
da Inverse immer eindeutig sind und demnach hier immer Paare von Faktoren vorliegen, die 1

(mod p) ergeben.

113

7’¢
Riickrichtung wird fiir den Beweis von Satz 0.1 nicht ben6tigt und hier nicht gezeigt. "

Fortsetzung des Beweises von Satz 0.1:
Zu zeigen ist noch: Ist p =1 (mod 4), so ist p nicht prim in Z[i].
Schreibe p =4n+1 mitn € N.

Behauptung: 3 x € Z mit x> = —1 (mod p).
Daraus wiirde folgen, dass x>+ 1 =0 (mod p) = p| (x* +1).

Beweis:
—1=(p—1)! (mod p) (Satzvon Wilson).
= (120 2m) [(p-20) - (p~ 20+ 1)+ (p~2) - (p— 1)
=(@2n)!-[(p—2n)-(p—2n+1)-----(p—=2)-(p—1)]
=(2n)!-[(—2n)-(—2n+1)----- (—=2)-(~1)] (mod p)
(2n)!-[(=2n) - (=(2n—1))-----(=2) - (=1)]
— @n)l (—1)"- (2n)!
=[(2n)!* (mod p)

=p|l P +1)=(x+i)(x—i) € Z[]
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Erinnerung: p prim <= (p|a-B=p|a Vp|p)
Aber: pt(x+i)und pt(x—1i),denn ptx. .

Standpunkt der Algebraischen Zahlentheorie:
Z[i] ist der ,,Ring der ganzen Zahlen* im quadratischen Zahlkorper Q[i] := {a+bi | a,b € Q}.

Satz 0.2

Z[i] = {a € Q[i] | Mipo,, € Z[X]} (M
—{acQ[]|3 mneZ: o> +ma+n=0} )

Beweis: Es reicht, (2) zu zeigen: Sei o = a + bi € Z][i].
a® —2ala+bi)+a*+b*=0

Klar: —2a € Z, a*+b* € Z.
: ”C“

”D“
Angenommen & = a + bi € Q(i) mit m := —2a € Zund n := a®> +b* € Z.

= m* +4b* = 4n

[= 4b* =4n—m?* € 7|

=m*+(2b)>=0 (mod 4)

=m?=(2b)*=0 (mod4) (denn:Vxe€Z:x*=0,1 (mod 4))
=bcZ

m*=(-2a)?=acl

Ein weiteres Beispiel:

Satz — Fermat’s letzter Satz (vermutet 1637).

X"+ y" = 7" hat fiir n > 3 keine ganzzahligen Losungen mit xyz # 0.

Bewiesen 1994 durch Andrew Wiles (& viele Vorarbeiter), mit Elliptischen Kurven und Modulfor-
men. Kummer: Beweis fiir n = p regulidre Primzahl am Ende des Semesters.

Beispiel x4 2 =y? hat nur die Losungen (&5, 3).

Beweis: Ubung. "




1.1

O. Ganze Algebraische Zahlen

Definition 1.1 e Ein Korper K mit char(K) = 0 heiit (algebraischer) Zahlkirper, falls K/Q
eine endliche Korpererweiterung ist.
e Eine algebraische Zahl o € K wird ganz genannt, falls ein normiertes Polynom f € Z[X]
existiert, mit:

fla)=0
o Uk :={a €K |aganz} heiBt Ring der ganzen Zahlen in K.

Allgemeiner (Im folgenden sind alle Ringe kommutativ mit 1):
Definition 1.2 Sei R C S Ringerweiterung
e s € SheiBit ganz iiber R, falls es ein normiertes Polynom f € R[X] gibt, mit f(s) = 0.
e S heilit ganz iiber R, falls s € S ganz iiber R Vs € S.

Wir wollen zeigen: Der ganze Abschluss von R in S, R:={s € S|s ist ganz tiber R} ist ein Unterring
von S.

Einschub zu Moduin
Definition 1.3 Sei R ein Ring. Ein R-Modul ist eine abelsche Gruppe (M, +) mit einer Skalar-
multiplikation:

RxM—M
(r,m)—sr-m

Mit 1 - m = m, so dass gilt:
l.VnseR,VYNmeM: r-(s-m)=(r-s)-m
2.VrnseR,VYmeM: (r+s)-m=r-m+s-m
3. VreR, Vmm' eM: r-(m+m')=r-m+r-m
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Genauso wie bei Vektorrdaumen definiert:
e R-Modul-Homomorphismus
e Untermoduln
e Restklassenmodul: ¥/N (N C M Untermodul)

Beispiel 1. Sei R Ring. Dann ist R ein R-Modul. Die Untermoduln sind genau die Ideale in
R. Ist a C R Ideal = R/a ist auch ein R-Modul.
2. Sei G abelsche Gruppe. Dann ist G ein Z-Modul durch:

ZxG—G

n
Y g fiir n> 0
(n,g) —rn-g={qi=l

—(—n)-g furn<0

Also: Z-Moduln sind genau die abelschen Gruppen.
3. K Korper, V K-Vektorraum (Klar: V ist K-Modul)
Sei ¢ € Endg (V). Dann ist V ein K[X]-Modul durch:

KX|xV —V
() ax',v) — Y aig'(v)
i=0 i=0
Ubung:
{(v,@) | V K-Vektorraum, ¢ € Endg(V)} — {V | V ist K[X]-Modul}

ist bijektiv

Definition Summen: Sei M; C M (i € I) eine Familie von Untermoduln. Dann heif3t:

M = ZMi = {Zx,- | xi € M;, x; = 0O fur fast alle i}
icl icl
direkte Summe der M;, falls jedes x € M’ eine eindeutige Darstellung x = ¥ x; hat.
- i€l

» Bemerkung M’ C M ist direkte Summe von M| C M und M, C M
< i) M' =M, + M, und ii) M NM, = {0}

Definition 1.4 e Eine Familie (x;);c; C M heiBt Erzeugendensystem von M, falls
M=YR-x,
icl

wobei R-x; :={r-x; | r € R}
o M heilit endlich erzeugt, falls es ein Erzeugendensystem von M gibt, das endlich ist.
e Die Familie (x;);; heiBit frei (oder linear unabhingig), falls gilt:

Zri'xizo (reR)=VYiel: r,=0

icl
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o Ein freies Erzeugendensystem heilit Basis.
e Ein Modul, der eine Basis besitzt, heif3t frei.

Beispiel 1. Der Modul R" ist endlich erzeugt und frei (n € N)
2. Seim € N, M := Z/mz ist endlich erzeugter Z-Modul aber nicht frei.
3. Allgemeiner: R Ring, {0} # a C R Ideal = R/a ist nicht frei.
4. 1 €Q*, b# £, gglT(a,b) =1
= 73] ist nicht endlich erzeugt als Z-Modul.

Ab jetzt: R C S Ringerweiterung und sind s1,...,s, € S, so gilt:

R[si,...,sy) :=Bild( R[X,...,X;] — S)
f(Xl,...,Xn) »—)f(sl,...,sn)

Charakterisierung ganzer Zahlen

Satz 1.5 Die Elemente sy, ...,s, € S sind genau dann alle ganz iiber R, falls R[sy,...,s,] als
R-Modul endlich erzeugt ist.

Beweis: ,,=*
R’ :=R|sy,...,s,], Induktion nach n € N:
n=1

R’ = R[s] mit s; ganz iiber R, sei f € R[X] normiert mit f(s;) = 0.
Sei ¢ € R' = 3 g € R[X] mit o = g(s1). Division mit Rest: g = f-¢g+r, grad(r) < grad(f)
=a=g(s1)=0+r(s1) = l,sl,s%, ... ,s’f’l ist ein Erzeugendensystem von R[s]

rfzv»—>n+1 N
R 2:R[S1,...,Sn],Rl :R[sl,...,sn+1] :R[S,H_]]

Induktionsanfang = R ist endlich erzeugt iiber R

R’ ist endlich t iiber R
n = 1= R istendlich erzeugt iiber R } 1t endlich erzeugt ubet

”¢‘€
Annahme: R’ = R[sy,...,s,] ist endlich erzeugt iiber R mit Erzeugendensystem o, ..., a, € R’
. m .
SGIXER/:>X'(X,': a,'j-ajl’l’lltaijGR. (*)
=1

A= (aij)w' € Rmxm

B:=x-E,—A€R"™"™ mit E,, € R"*"™ der Einheitsmatrix.

La-Place-Entwicklung:

B* := (b};) ist die komplementire Matrix mit b; = (—1)"*/ - det(Bj;). Bj; entsteht durch Streichen
der j-ten Zeile und i-ten Spalte.

B-B* = B*-B =det(B) - E,,, insbesondere: B-y = 0 fiir y € R” = det(B) -y =0

o
=B-| : | =0, wegen (x)
O
%
=det(B)-| : | =0=det(B)-oz=0 Vi=1,...,m

7]
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1= ¥ cioy = det(B) = det(B) - ¥ cio = ¥. ;- (det(B) - o) = 0
i=1 i=1 i=1 N—
I}
0

= f(X):=det(X -E,, —A) € R[X] hatx € R’ als Nullstelle. = x ist ganz iiber R .

I Korollar 1.6 Der ganze Abschluss R := {s € S | 5 ist ganz iiber R} ist ein Unterring von S

Beweis: 1€ERCRV

Seien a, 8 € R = R|a, B] ist endlich erzeugt iiber R

= Rla, B, 0+ B, - B] ist endlich erzeugter R-Modul.

= mit Satz (1.5): o =, a-B €R .

(Speziell: R = Z, K/ Zahlkérper, Ok = Ring der ganzen Zahlen in K = 7. C K ist tatsichlich ein
Ring)

Korollar 1.7 Seien R C § C T Ringerweiterungen und es sei S ganz iiber R sowie T ganz iiber
S. Dann ist auch T ganz iiber R.

Beweis: Seit € T. Dat ganz iiber S ist, folgt:
O0=t"4ay_1-t" ' +---+ay -t+agmitay,...,a,_1 €S.

Da S ganz iiber R ist, sind ay, . .. ,a,— ganz iiber R.
4 pro— Rlag,...,a,—1] ist endlich erzeugt als R-Modul.

t ist ganz iiber R’ 5 g [t] ist endlich erzeugter R’-Modul
= R'[t] endlich erzeugter R-Modul B9 st ganz iiber R .

Definition 1.8 Sei R C S Ringerweiterung. R heiBt ganzabgeschlossen in S, falls R = R gilt.
Speziell: R Integrititsring, K = Q(R) der Quotientenkdrper, dann heifit R C K auch Normalisie-
rung von R. Falls in diesem Fall R = R gilt, so heiBt R ganzabgeschlossen (schlechthin).

Proposition 1.9 Jeder faktorielle Ring ist ganzabgeschlossen.

Beweis:
K :=Q(R),seix =} € K (d.h. a,b € R) ganz iiber R:

K tap X +aix+ayg=0 mitay,...,a,_1 ER:

%an—i—an,l'b'anfl—}---'—f—al-b”*l-a+a0-b”:O

Seip e Rprimmitp | b= p|(ap_1-b-a" '+ +a;-b" ' -atay-b")=—a"
plg’;big

=pld"=pla x=7€ER .

Beispiel Z ist ganzabgeschlossen (in Q).
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Ab jetzt: R ist ganzabgeschlossener Integritétsring (in K) zB:R=Z
K=0Q(R) K=Q
L/k ist endliche Korpererweiterung L/k Zahlkorper
S =R C L (der ganze Abschluss von R in L) S=0y

» Bemerkung S ist ganzabgeschlossen (in Q(S)) nach (1.7)

mBemerkung a) Ista€L=3r€cR,scSmita= 7. Insbesondere: L = Q(S)
b) o € L ganziiber R <= das Minimalpolynom f, hat Koeffizienten in R (fy € R[X])

Beweis:a) Seio € Lmita, - o"+a, ;-0 ' 4+---4a-a+ay =0, wobei ao,...,a, € R mit
a, # 0 (wird durch Ausmultiplizieren der Nenner erreicht)

n—1

-a B - B B

— aﬁ-a”+an,1-a2 Lot 1_}_..._|_a1.az I'OH—ao-aZ 1_p
—_— — N

[ 1 Il
(apar)" dn_1(anet)"1 ar-ay*(a,-@)

I - I I n—1
a,’=1,a, :=an_1, d,_r:=ay2-an,..., ay:=ap-a, €ER

= §3s:=(a,-a) ist ganz iiber R
= o= mitr=a, €R

b) ,<“Kklar
= Sei a € L ganz iiber R mit g(o) = 0 mit g € R[X] normiert und sei f das Minimalpolynom
von ¢ iiber K.

= fa | g in K[X] (%)
Sei Z ein Zerfillungskorper von fy iiber L.

= fa(X) =X —on)----- (X — o) € Z[X]

g ay,..., 0, sind Nullstellen von g = ¢, ..., &, sind ganz iiber R

Sei fu(X) =X"+a, X" '+ 4 a;X +agmitay,...,an_1 €K
Da ay,...,o, ganz iiber R sind folgt, dass ay,...,a,,—1 ganz iiber R sind mit Korollar (1.6).
————

m
RO, ..., 0, ]NK
—_——

ganz iiber R
| —

Rlay,...,0n)NK=R,
da R ganzabgeschlossen ist

= fu € RIX] -

Speziell von Interesse fiir uns:

R=7,K = Q, L/g Zahlkorper, S = Z=:0; Ring der ganzen Zahlen in L. Die Bemerkung sagt in
diesem Fall:

a) Istael=dmeZmitm-o € O

b) Op={acl]|fycZX]}
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1.2.1 Spur, Norm und Diskriminante
Definition 1.10 Sei x € L. Betrachte die K-lineare Abbildung:

T.:L— L
O——>Xx-0

Wir definieren die Spur und Norm von x als:

Tryk(x) :=Tr(Ty) (Spur von x := Spur von 7y)
Np/k(x) == det(Ty) (Norm von x := Norm von Ty)

m Erinnerung 7, € Endk(L), wobei L als K-Vektorraum betrachtet wird.
Ist B eine Basis von L als K-VR, so ist

Tr(Ty) := Tr(M5(Ty)), wobei M5(T,) die Darstellungsmatrix von T, bzgl. B ist.
det(Ty) := det(Mj(T}))

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass dies unabhingig ist von der Wahl der Basis B.

Beispiel R=7Z, K=Q, L=Q(i), S= 0, = Z]i], Basis von L/k ist: B= (1,i)
x=1€ Q(i). Dann hat 7, = T; die Abbildungsmatrix: ((1) _01>
Demnach folgt: Trg;) /(i) = 0, Nggi)/(i) = 1.

Fiir x =a+b-i € Q(i) ist die Matrix von T;: <Z _ab>.

= Tro(/(*) =2-a, Nojx) = a*+b?

s Bemerkung 1.11 a) Ist P (¢) :=det(t-1d, —T;) =" —a,_1-t" ' +---+(=1)"-ay € K[t] mit
n = [L : K] das charakteristische Polynom von T, so gilt:

an-1=Trpk(x)
ap = Ny /g (x)
b) Vx,yel:

Tery=Te+ Ty und Tpy = Tyo T,
c) Deshalb definieren Spur und Norm (Gruppen-)Homomorphismen:

Tryjk : L — K (additiv)

Ny : L — K* (multiplikativ)

Beweis: Lineare Algebra "

I Satz1.12 a) SeiL=K(B) & fp =X"—ay_1-X""'+---+(=1)"-ay € K[X] das Minimal-
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polynom von f iiber K. Dann gilt:

an—1=Tryk(B), ao=Nrk(B)

b) Seil/k endlich, B € L, m:=[L: K(B)]. Dann ist:

Tryx(B) =m-Trgyx(B), Nix(B) = (Ng)x(B))"

Beweis: a) Ubung ~~ Basis (1,8,82,...,8" ")
b) B:={by,...,b,} Basis von K(B)/k, C:={ci,...,cn} Basis von L/k(B)
~ D :={bjcy,bycy,...,bycy,. .. ... yb1Cm, ... bycy } Basis von L/k.

A

A
Ist A € K" Matrix (beziiglich B) von T ‘ (B)* 5© istM = ) € K™nxmn die Matrix

von T bzgl. Basis D.

= det(M) = det(A)" 2 (Nk(gy/x(B))"

Tr(M) = m-Tr(A) L m-Try g,k (B)

Satz 1.13 Sei nun L/k separabel (und endlich). Es sei N/L die normale Hiille von L/k. Seien
O1,...,0, : L— N die verschiedenen K-linearen Einbettungen von L nach N. Dann gilt fiir x € L
und P, (1) € K[t] das charakteristische Polynom von 7;:

n

1. P(t) = Hl(t—ci(x))

2. Tryk(x) = ;1 oi(x)

3. Nyg(x) = I1 0i(x)

=

—_

= Bemerkung e Oft wird der Satz so formuliert: 7, ...,0, : L — K verschiedene Einbettun-
gen von L in den algebraischen Abschluss K von K (dquivalent)
e Ist L/k Galoiserweiterung ~» Gal(L/k) = {oy,...,0,}

e L/q Zahlkorper. Verstehe o7, ..., 0, : L — C als Einbettungen von L nach C.

Beweis von Satz (1.13): 1. Seix € L = K(x)/k ist separabel, da L/k separabel ist.
Ist Homg (K (x),N) = {71,..., T}, so folgt fiir f, € K[t] das Minimalpolynom von x iiber K:

Istd :=[L: K(x)], so gilt:
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P.(t) = (fi(t)) (nach der Argumentation von Satz 1.12 a) und b)).
d:=[L:K(x)] = [Homg,(L,N)| = [Hom(L,N)| V7€ Homg(K(x),N)

Px(t)fo(t)"zif:nll(t—fi(X))"zfnl[ I (—o@)= T (-0

i=1 oc€Homgy,(L,N) ocHomg (L,N)
da Homg (L,N) = U;_, Hom,,(L,N). Bewiesen in Algebra, Lemma 4.4. = 1. "

Beispiel L= Q(v/D), D quadratfrei. Galoiserweiterung Gal(L/x) = {id,/D ++ —/D}.
Seix=a+b-vVDeL, abecQ.

=Tryp(x) =2a= (a+bvVD)+ (a—bVD)
Npjo(x) = (a+bVD)-(a—bVD)=d*—D-b*

Korollar 1.14 Seien K C L C M separable & endliche Korpererweiterungen. Dann gilt:
TrM/K:TrL/KOTrM/L und NM/K :NL/KONM/L

Beweis: Ubung "

Proposition 1.15 Sei R ganzabgeschlossener Integrititsring, K = Q(R), S = R C L, L/k endliche
und separable K-Erweiterung. Sei x € S.

a) Dann sind Try /g (x) € R und Ny /g (x) € R.

b) AuBerdem:

X e SX < NL/K(X) GRX

Beweis: a) Hier fir Trp k-

Sei{oy,...,0,} =Homg(L,N), wobei N die normale Hiille ist. Fiir x € S (= x € L & x ganz iiber R)
folgt:

= 01(x),...,0,(x) ganz iiber R, da es alle Nullstellen von dem Minimalpolynom f, € R[X] von x

tiber K sind.
Satz (1.13 . .
atz:(> ) K > Trpk(x) ganz iiber R, da der ganze Abschluss von R Unterring von N ist (selbes
Argument mit Norm).
K ganizabg. TrL/K(x) €R

b) ,<* Angenommen Ny k(x) € R

= da€eR*:
a-Nyg(x) =1
n
=a- HO',-(X)
i=1
E n
o (g(ci(x)) -a)
€L und ganz iiber R=€S
Es folgt also:

n
L3>x'=T]0i(x)-a,daa € R* & oi(x) ganz iiber RV i
i=2
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n
= [loi(x)-ae S=xeS*
=2

113

9’$
S
W
Istx € S>< =1 :NL/K(I) :NL/K(X‘Xil) :NL/K(X) 'NL/K(Xil) :NL/K(X) (S R>< [ ]
——
f)

Definition 1.16 Sei Z/k endl. und separable K-Erw., sei B := (o, ...,,) C L Basis von L/k.
N := normale Hiille von Z/k und Homg (L,N) = {0oy,...,0,}.
Die Diskriminante der Basis B ist definiert als:

d(ou, ..., 00) == [det((oi())i ;)]

= Bemerkung 1. Sei A :=(Tr k(04 ;) .j € K™ Es gilt:

l7
n
TI‘L/K(OCI' . Otj) = kzl Gk(OC,') . Gk(OCj).
Sei B := (Gk(a,-))k » dannistalsoA=B"-B
~ K > det(A) = det(BT - B) = det(B)?> = d(a,...,0)
Also gilt:

d(cu, ..., o) = det(Try g (0;- ;) € K

2. Basiswechsel: Sind B und B’ zwei Basen und T die Basiswechselmatrix von B nach B’

= d(B') = det(T)*-d(B)

Beispiel K =Q, L= Q(v/D), D quadratfrei. Basis von L/k: B = (1,/D) =: (a1, )
o) = 1d7 0-2(\/5) = _\/5
O1 (062 = \/B) ] ?

~ d(B) = [det (} 1/5
=(—2-VD)*=4D

Zum Vergleich:

2 0
A= (Tryx(oi @), ;= <0 2D>

=det(A) =4D
weil:

_ <T’”L/K(O‘1'O‘1) Try k(o '0‘2)> _ < Try k(1) TrL/K(\/B)
TI”L/K((Xz-Otl) TI”L/K(OQ'OQ) TrL/K(\/B) TI’L/K(D)

Erinnerung: Try jx(a+b- VD) =2a (fira,b € Q)
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Ganzheitsbasis
Definition 1.17 Sei R ganzabgeschlossener Integrititsring, K = Q(R) Quotientenkorper, L/k
endliche K-Erw. und S = R C L. Dann heiBen die Elemente s1,...,s, € S Ganzheitsbasis von
S iiber R, falls sich jedes s € S eindeutig als Linearkombination s = ry - sy + -+ + 1y, - 5, mit
r; € RV i schreiben lisst.
(Kiirzer: Ganzheitsbasis ist Basis von S als R-Modul, d.h. Ganzheitsbasis von S iiber R existiert
<= §ist frei als R-Modul)

Sei K/q ein Zahlkorper und Ok C K der Ring der ganzen Zahlen in K. Ist @y,...,®, € Ok eine
Ganzheitsbasis von O (iiber Z), so heifit die Diskriminante:

d[( = d(ﬁ[{) = d(a)l,. . .,C()n)

auch Diskriminante von K.

Noch zu zeigen:
1. Der Ring der ganzen Zahlen Ok hat immer eine Ganzheitsbasis
2. Unabhingigkeit von dg von der Wahl der Ganzheitsbasis.

2. ist einfach:
Sind B= (@, ...,®,) und B = (®y, ..., ®)) zwei Ganzheitsbasen von Ok = 3 Basiswechselmatrix
T eZ""mit(wf,...,0,)-T=(o,...,0,), genauso 3§ € Z™" mit (@, ...,0,)-S = (@],..., ;)

n n
=S8 T=T-S=E,=S,TEGL,(Z) = Z* >det(T) = 1 = det(T)* = 1
= Wohldefiniertheit von dx folgt aus der Transformationsformel
1. erfordert Vorarbeit:

Lemma 1.20 Eine Ganzheitsbasis von S iiber R ist auch eine Basis von L/k. Insbesondere hat
sie Linge n = [L: K].

Beweis: Ist sq,...,s, € S Ganzheitsbasis und x € L

) s
=dseS,re Rmitx = -

r
r In
:}s:rl.s1+...+rn.sn:>x: J— .s1+...+ —_ .sn
r r
~—~ ~—
m m
K K

Zuriick nochmal zur Diskriminante:

= Bemerkung 1.18 Ist L = K(«), so ist I,a,a?,..., "~ Basis von L/k mit n = [L : K]. Dann
gilt:

d(1,a,...,a" ") = ](c — ;)2

i<j

mit @; := o;(e), Homg (L,N) = {01,...,0,}, ¥/L normale Hiille
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Beweis:
Vandermonde-Determinante:

1 o of o !
. 1 o 0622 ... Olgil
det((ocij)u) =det | . . . . :H(OCZ'—OCJ‘)
oo : i<j
1 o, o ... o!
|
Satz 1.19 Sei L/k separabel und ¢,.. ., o, Basis von Z/k. Dann ist
d(ag,...,o,) € K*. (insb. # 0).

Weiterhin definiert

(x,y) :== TTL/K(X')’)

eine nicht-ausgeartete symmetrische K-Bilinearform auf L.
Zusatz: Falls a,...,a, € Ssind, soistd(oy,...,0,) € R\ {0}

m Bemerkung Bilinearform:

x+— (x,y) linear
y+ (x,y) linear

nicht ausgeartet:

Ist x € L mit (x,y) =0VyeL=x=0

(x,y) Bilinearform, ¢,.. ., o, Basis von L/k
~ ((o- a))i;) € K™" Gram-Matrix.
LA: (x,y) nicht ausgeartet <= det((o;t;); ;) # 0

Beweis von Satz (1.19):
e Satz vom primitiven Element = L = K(«), 1,a,...,a" ! Basis von L/k mitn = [L: K]
Bemerkug (1.15) d(l,ot,...,0" ) =[T(os —)*#0 mit @ := o;(x),
1<J
denn: o; # o; <= o;(a) # oj(a) v
= Fiir bel. Basis ay,..., o, istd(ay, ..., 0,) =det(T)*-d(1,a,...,a" ') # 0 fiir geeignetes
T € GL,(K).
d(1,a,...,a"" ') € K : siehe oben
e (symm.) Bilinearform:
1. symmetrisch: Klar, da Try g (x-y) = Tryjx(y-x), day-x=x-y
2. L— K, x+ (x-y) ist K-Linearform:
Vxi,x,yEL, AEL:
— (1 40,9) = Trl(m +32) 3] = Tr(my +x03) = Tr(my) + Tr(ay) = (x1,9) +
(x2,y)
- (A-xy)=Tr(A-x-y) =A-Tr(x-y) = A(x,y)
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e Zusatz: Sind i, ..., 0, €S, soist Try g (a;- o;):
1. Ganz iiber R } Proposition (1.15)

2 inK TVL/K(OC,‘ : (Xj) €ER= det(Tl”L/K<Oti(Xj)) S R\{O}.

Beispiel Seien L = Q(\/T)), D quadratfrei, K = Q, B = (1, \/5) Basis und o7 =id, 62(\/5) =
—/D.
Aus Bemerkung (1.18) folgt: (mit = /D, o; = ;(x))

d(B) = (0t — 0p)> = (VD — (=VD))* = 4D
Bilinearform aus Satz (1.19):

LxL—K
(x,) — (x,y) :=Try g (x-y)

Gram-Matrix bzgl. Basis B:

2 0
(0 a) =

:>Istx:a+b-@, y:c—l—d'\/ﬁ, SO ist:

(x,y) =Tryk(x-y) = (a,b)-A- (ZZ)

=Tryk((a+b-vVD)(c+d-VD))
= Try x(ac+bdD+ (bc+ad)- VD)
=2(ac+bdD)

Ebenso ist:

(@ b)- (g 2%) - (2) — (2a 2bD)- <2> =2ac+2bdD v

Zusatz: d(B) € Z\ {0} Vv

Eine Ganzheitsbasis muss es nicht immer geben, aber: Ist R ein Hauptidealring, so existiert stets
eine Ganzheitsbasis von S iiber R.
Hier: Spezialfall R =Z

Safz 1.21 Sei K ein algebraischer Zahlkorper, Ok C K der Ring der ganzen Zahlen in K. Dann
ist Ok ein freier Z-Modul vom Rang n = [K : Q).
(Insb.: Es gibt eine Ganzheitsbasis , Ok = Z.")

Beweis:

1. Beh.: Es gibt eine Basis (by,...,b,) von K/Q mit b; € Ok V i

Bew.: Ist (by,...,b,) beliebige Basis von K/q, dann gibt es ein m € Z mit m-b; =: b; € O
2. Seinun (by,...,by,) so eine Basis wie in 1.

SeiU :=7Z-by®---BZ-b, C Ok dervon (by,...,by,) erzeugte Z-Untermodul von Ok. Dann
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gilt U = Z" mit:

7" —U
X1 "
— in . b,’
X, i=1
Unter allen Basen, die 1. erfiillen, sei B = (..., ®,) eine Basis, so dass |d(B)| € N minimal
sei. d(B) € Z\ {0})
n
Beh.: T":= @Z'(Di = ﬁ]{

i=1
Bew.: B ist Basis von K/Q nach Lemma (1.20).

~ Seix € Ox \T'= 3 Ay,..., A4, € Q mit:

x:il,--a);
i=1

E: Ay € Z ~> neue Basis: B := (x— [A| - 01, 0,...,0,) C Ok

—_—
on
lin. unabh.:
;zxia)mtxl(x— Mljcol) =0=x=— 4;2%(0,'—}- M'IJ -] = 7Ll = Lliéll §ZZ.
lgasiswechselz -
M=—M A A ... A
0 1 0 ... O
T-B=B =T = 0 o 1 ... O
0 0 O 1

> det(T) = (A — M) € (0,1) = [d(B)| = |det(T)?| - |d(B)] < |d(B)|

m Bemerkung Der Satz (1.21) bleibt korrekt, falls der ,,Grundring* R ein Hauptidealring ist.

Korollar 1.22 Sei (0) # a C Ok ein Ideal. Dann ist auch a ein freier Z-Modul vom Rang

n=[K:Q].
Beweis:
1. aist Z-Untermodul von Ok = Z". Ist U C Z" Untermodul = U ist frei (Ubung)
= aist frei
2. Seix€amitx#0= x-Og Ca
—~—

=(x)=Hauptideal von x erzeugt
x-Og =2 7" als Z-Modul
= Rang(a) > n. AuBerdem gilt, da a C Ok : Rang(a) <n
= Rang(a) =n
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I Korollar 1.23 Ist (0) # a C Ok Ideal, so ist ©k/a endlich.

Beweis: Ubung "

I Definition 1.24 Ist (0) # a C Ok Ideal, so definieren wir die Norm von a als:

N(a) :=|9%/a| =[O : q]

I Korollar 1.25 Der Ring O ist noethersch.

m Erinnerung R noethersch = Jede aufsteigende Kette von Idealen ag C a; C --- C R wird
stationdr, d.h. es existiert einn € Nmita, =a,.1 =....
Aquivalent: Jedes Ideal von R ist endlich erzeugt.

Beweis von Korollar (1.25): (0) # a C Ok Ideal.

Korollar (1.22) = a ist endl. erzeugt als Z- Modul
= aist endl. erzeugt als Ox-Modul,

dh.a= <a1,...,am> = {Zli-ai ’ )ul' S ﬁ[(}
i=1

< aendl. erzeugt als Ideal
= mit obiger Aquivalenz die Behauptung

Satz 1.26 Seien I' C I C K zwei additive Untergruppen von K, die als Z-Moduln frei vom
Rang n = [K : Q] seien. Dann gilt:

d) =[[":T]?-d(I"),
wobei d(I') bzw. d(I") die Diskriminante einer Basis von I" bzw. I als Z-Modul sind.
Beweis:

B:=(by,...,b,)BasisvonT, B := (b|,...,b},) Basis vonI". Dann istd(B) =d(I'), d(B') =d(I").

n n
xi-b; € ——1Ir" s Y y-b
=1 i=1

1

o

X1 V1
n A n
e 7" ——=7 5

1

Xn Yn
Dann erfiillt A € Z""*":

X1 V1

Xn Yn
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n n ..
mit Y y;-b; = Y x;-b;. In den Ubungen wurde gezeigt, dass es Matrizen S, T € GL,(Z) gibt, mit
=1 i=1

1

m
SAT = ,
ny
m; € 7.
n
= U/r =2 [Bid(a) = [ [%/mz
i=1
n
= I/r| = [+ 1] = ] Imi
i=1
my
Andererseits: Sind die Basen so gewihlt, dass A = , so gilt fiir d(I'):
my,
2
mlb/l mlﬁz(bll) ce mlc,,(b’l)
d(T") = det : :
mbl, m,0r(b),) ... m,o,(b))

mit: {6y =id, 02,...,0,} = Homg(K,N) mit N/k normale Hiille.

blzmlbll
bz:mzblz
bn:mnb;
) v, (b)) ... o)\’
=d(T) = ([T m)*-det | : : : =[[":T)?-d(T") "
= b, os(Bl) ... ou(b))

Beispiel K =Q(V/5), R=Z[/5] C K Unterring mit R C O, da alle Basiselemente ganz sind,
wobei die Basis B := (by,b;) := (1,1/5) ist. Dann gilt:

2 0 )
d(R):det<TrK/Q(bl~~bj)>:det (0 10) _20=22.5

da Trgq((a+bV5)) = (a+bV5)(a—bV5) =2a a,beQ
~Frage: Gibt es Elemente in Ok \ R?
Suche wegen 22 nach Elementen mit Nenner 2:

~ Ja! z.B.: HT‘B € Ok, denn:

Tr<1+2\6>:162\/ N<1+2\6>: 1;5 —lezv
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B = (1,55 Basis von R = 2[5 € 0

d(B') = det (f ;) =5=R = 0k,

denn es gibt kein Quadrat, dass 5 teilt und d(0x) € Z

Korollar 1.27 Sei K Zahlkérper, Ok C K Ring der ganzen Zahlen, n = [K : Q|, I" C Ok freier Z-
Untermodul vom Rang n mit Basis B := (by,...,b,). Falls T" # Ok gilt, so gibt es eine Primzahl
p € Nmit p? | d(T") und es gibt ein x € O \ " von der Form:

1 n
x=—-Y Ab; 0< A <
14 ,; o ei P
und A, = 1 fiirein ip € {1,...,n}.
Dann istI" :=Zb; @ - -- ® Zbj,— ® Zx ® Zbj;y 11 ® - - - ® Zb, wieder Z-Untermodul von Ok mit:

a(r)

ar)==;

insb.. T C T

Beweis: Es gelte: I' # Og = [Ok : T # 1, sei p € N prim mit p | [0k : T]

Ca;ghy Es gibt in ¢k/r ein Element y +I" der Ordnung p

=p-yelaberygT

n
:p'y:ZuibimituiEZundEiioe{1,...,n} mit p{ W, day ¢ T’
i=1
= geT(Ujy,p) =1=3Fa,beZ: 1 =au,+bp
n

=p-ay= Zauibi: Zauibi+(l—bp)b,~0

i=1 i#io
= pay+bpbi, =Y albj+bj, €T
i#io

Seien A; € {0,...,p— 1} mitay; = A;+ p-¢; mit ¢; € Z, wobei ay; = A; (mod p)

=L, =(1—-bp)=1 (mod p)

= A’i() =1

- 1 v 1 v -
Esist: x:= -E] Aibi = 5 -E] (aw; — pci)bi = ay —;cibi.

M SN——
Ok el'cok

Aber: x ¢ T, denn A;, = 1. Sei nun I'" wie im Satz definiert, mit Basis (b1, ..., bj,—1,%,big+1,- -, by).
Zu zeigen bleibt: I' C I, Dazu reicht es zu zeigen, dass b;, € I'".

bio =p-x— Z),,’b,’ el v
i£ig
Zur Diskriminante:
o: T —Z/pz

Z m;-bi +mj, -x —> mj, (mod p)
i#io
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ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Es gilt:
Kern(¢) =T, da die x-Koordinate genau dann durch p teilbar ist.

oS o 2y = I T] = p

Satz (1.26) dT) d(T)

= d(I'") = = —
) [[V:T]? 2

Beispiel K = Q(+/2,i) ist Galois iiber Q mit Galoisgruppe:
2 = —y2 2 =2
Gal(K/q) = {01 = id, ozz{f vz, :{f v2

_ . 04 = 0,003}
l =1 l — —1
4
Starte mit Basis B := (by,b2,b3,b4) := (1,/2,i,iv/2) C O, T := @ Zb;
i=1

Dann gilt:

Tr(1) Tr(v2) Tr(i)  Tr(i-V2)
Tr(v/2) Tr(2)  Tr(i-v2)  Tr(2i)

Tr(i)  Tr(i-v2) Tr(=1) Tr(—v2)
Tr(i-v2)  Tr(2i) Tr(—v2) Tr(-2)

d(F) = d(B) = det(TrK/Q(bi ° b])) = det

Es gilt:

Tryxg(a) = 4a, fira € Z
Tryjo(i) = i+i—i—i=0

Trio(V2) =V2—V2+V2-v2=0
TrK/@(i- 2)=0

Daraus folgt fiir die obere Matrix:

40 0 0
d(T) = det 8 g _0 p 8 =2 = p =2 ist die einzige Moglichkeit
00 0 -8

4
x=1%-Y A, mit A; € {0,1} und ein 4, = 1.
i=1
2B fiir i = Ay = 1, Ay = A3 = 0 ergibt sich: x = ¥2(1+i) € O, denn x* = —1 = x* + 1 =0
= B' = (b1,b>,b3,x) und I = (B') mit d(I") = 2*

Suche also nach x = 1 (4 + A2 v2+ Azi + 7L4§(1 +i)) mit x € Ok \ {0} und 4; € {0, 1}.
Muss also fiir Tupel (A;,...,A4) € {0,1}4, (A1,...,A4) # (0,...,0) iiberpriifen, ob x € O ist.
Dafiir gibt es 3 verschiedene Moglichkeiten:

1. Notwendig & Hinreichend: Minimalpolynom ausrechnen.

Mipo,(t)= [ (t—o(x))ezx]???
ocGal(K/g)
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2. Notwendig:
TI"K/Q()C), NK/Q(X> YA

3. Notwendig: Relative Spuren/Normen. Betrachte hierzu folgendes Diagramm:

K= Q(\/i i)

z.B.: Ist Trg jk, (x) € Ok, ?7?
Hier betrachten wir 3. mit K/k, = K/Q(v2). Ok, = Z[+/2] ist eine Ubung. Die Galois-Gruppe ist:
Gal(K/Kl) = {61,03}.
Damit ergibt sich fiir die Spur:
As A4
Tri/k, () = A+ V2 + 7\6 =h+ A+ ?)ﬁ
=M =0,da4 €{0,1}

Fiir die Norm ergibt sich:
1
Ng/k, (x) = Z()L] +7Lz\/§+l3-i) (;L] —i—lz\/i—)tyi)
1
= 1(/112+2222+/132+2/117sz2)
= 2,1 o lz =0
M :0:>2fﬁ226Z:>7Lz:0

),220:>%IZGZ:>/11 =0
Damit ist man fertig, weil man gezeigt hat, dass es kein solches x € Ok gibt.

}=>/lg=0 =x=0
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s Bemerkung 1.28 — Algorithmus zur Bestimmung einer Ganzheitsbasis von 0.
Data: K/ alg. Zahlkorper vom Grad n = [K : Q|, B = (by,...,b,) Basis von
n
K/Q mit B C Ok, sowieI' = @ Z- b;

i=1
Result: Ganzheitsbasis von Ok

for x Alle Primzahlen p € N mit p* | d(T') do

for alle Tupel (A1,...,Ay) €{0,...,p—1}" mit A, = 1 fiir ein iy do
ifx=1 .é Aibi € Ok then

Algorithmus: neue Basis: Ersetze b;, durch x;

I= @ Zb;

Gehel;llriick Zu *

else
| Falls kein solches x existiert gilt ' = 0k und man ist fertig

end

end
end







[2. Dedekindringe und Ideale

In diesem Kapitel ist K ein algebraischer Zahlkorper und Ok C K der Ring der ganzen Zahlen in K.

Wir haben gesehen: O ist im Allgemeinen nicht faktoriell
Beispiel K=Q(v/-5) ,0kx =Z[\/—5|=Z®Z~ -5
6=2-3=(1+v-5)(1-v-5)

Aber: jedes Element kann in irreduzible Elemente zerlegt werden (da Ok noethersch)
~~ Ideale: (Kummer: , ideale Zahlen“)
Im Beispiel: Es gibt Primideale pi,p>,p3,p4 C Ok mit:

(6) =p1-p2-p3-ps und (2)=pi-p
=6-0k das von 6 erzeugte Hauptideal
(3) =p3-p4
(1+v=5)=p1p3
(1—=v=5) =p2-pa

Mehr Details dazu in der Ubung.

Also: Die Mehrdeutigkeit der Zerlegung von 6 in Ok wird schlicht zu einer Umordnung der
Primidealfaktoren in der Faktorisierung von dem Ideal (6).

Allgemeiner gilt die Existenz und Eindeutigkeit der Primidealfaktorisierung in Dedekindringen.

Definition 2.1 Ein Dedekindring ist ein Integritétsring R mit folgenden Eigenschaften
1. R ist noethersch
2. R ist ganzabgeschlossen
3. Istp # (0) Primideal in R, so ist p maximal
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Satz 2.2 Sei K alg. Zahlkorper, Ok C K Ring der ganzen Zahlen in K. Dann gilt:
Der Ring O ist ein Dedekindring.

Beweis:
1. noethersch v* Korollar (1.25)
2. ganzabgeschlossen v* Korollar (1.7)
3. Jedes Primideal p # (0) ist maximal:
(maximal: ist p C a C Ok = a = p oder a = Ok. Aquivalent: Ok /p ist Korper)
Beh.: pNZ = (p) # (0) ist ein Primideal in Z

Beweis: p NZ Primideal von Z ist klar, da p Primideal ist:

prim: Fira,beZ: Ista-bepNZ, pprim =acpVbeyp
=acpnNZVbepnZ

pNZ#0): p#(0)=3Txep, x#0
=4 Jda,_1,...,a0 € Z mit ay # 0 und
X' 4 a, X" ag=0
:>a0:—(x”+an_1x"*1+--~+a1x)ep
=0#ayepnNZ

Sei nun & := ¢k/p Wir wollen zeigen, dass & Korper ist.
e 0 ist endlich (Korollar (1.23))
e Sei 0 = {x7,...,%,} mit der kanonischen Projektion 7 : Ox — € und seien
Xlye.o Xy € Ok mit ﬂ(xi) =X
Sind f; € Z[X] normiert mit f;(x;) =0
Betrachte ¢ : Z — Ok Ny

Kern(@) =pNZ=(p), p € Z Primzahl
~» Erhalte injektive Abbildung

0:F,=2/pz— 0

Siehe also F,, als F,, C & als Teilmenge an, indem man I, mit ¢(%/pz) identifiziert.

Definiere f; := f € F,[X] durch Reduktion der Koeffizienten modulo 7 (bzw. mod p)
dh.:ist f; =Y aijx/ ~ fF =Y w(a;j)x’/
——

=0(aij)
= f(x)) = n(f;(x;)) = 7(0) = 0 = X; ist algebraisch iiber F,

= 0 =F,[x1,...,%,] =Bild vom Einsetzungshomomorphismus:

Fpltty..stm] — O
ftr, .. tm) — f(3T,. .. %)

= =Byl ] = [ D] )

st (e (@) ) ) ) Korpe

~~X; algebraisch
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In Algebra hatten wir ndmlich gezeigt: Fiir K Korper, L/k Korpererweiterung und
o € L algebraisch tiber K folgt:

= K[o] = K(or) C List ein Korper

m Bemerkung 2.3 Sei R Ring, a,b C R Ideale

Schreibe a | b (,,a teilt b*), falls b C a

Demnach folgt: a | b <= (b) C (a) firallea,b € R
a+b:={a+blaca, beb}CRIdeal

ggT(a,b) =a+b

a-b ::{f aibi|meN, a; € a, b; € b} C R Ideal

i=1
anb C R Ideal
kgV(a,b) =anb
p C R Primideal <= (p|a-b=-p|aoderyp |b)

Beweis: Zum Beispiel:

zu ggT(a,b):

Per Definition gilt: g heift ggT(a,b), falls gilt:
gla&g|bundistcCRIdeal mitc|asowiec|b=c|g

Nachpriifen: a+b | a, denn a C a+ b und a+ b | b (genauso)
Ist ¢ C R Ideal mit ¢ | a und ¢ | b, so folgt:
VacaVbeb: atbec=a+bCc=cla+b

Primidealzerlegung
Im Folgenden: & ist Dedekindring, K = Quot(R)

Satz2.4 Seia C 0 Ideal mit (0) #a# (1)=0
Dann besitzt a eine Zerlegung in Primideale:

a=pp-- P, (p1,-..,p, Primideale)

Die Zerlegung ist (bis auf Reihenfolge) eindeutig.

Lemma 2.5 Sei a # (0) Ideal von &. Dann existieren py,...,p, C ¢ Primideale mit

Beweis: (Ubungen: Ex 3: E14)
Sei M die Menge aller Ideale a # (0) von ¢ fiir die die Aussage falsch ist. Dann wollen wir zeigen,
dass M = @. Angenommen M # &.
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Sei dann a € M maximal beziiglich der Inklusion von Idealen. Das Maximum existiert, da &

noethersch ist.
Klar: a ist nicht prim

=Ja,becOmita-bcaaberaga&bga

Definiere I := (a) +a,J := (b)+a
EsgilttaC I J=1J¢M

=3p1,...,Pr, qi,---,qs C O Primideale mit:

Behauptung: /-J Ca (= faeM)
Beweis: Seixel-J~x=Yxyymitx; €1, y;€J
Xi=_o + m; -a | = + n; b
—~ Y \ﬁ/ —
ca eo €a €0
= xyi=a-B+anb+ Bma+mnabcea=x€a

ca ca ca ca

Lemma 2.6 Seip C ¢ Primideal, p # (0)
Definiere p~! := {x € K | x-p C €}. Dann gilt fiir alle Ideale (0) # a C O

m
aCa-p!'i= {Za,-x,- |meN,aq; €a,x; € pfl}
i=1
Insbesondere gilt:

pp =0

Beweis: Sei p # (0) Primideal. Sei a € p, a # 0. Dann gilt: (a) C p.

Nach Lemma (2.5) gibt es py,...,p, C € Primideale mit py----- p, C (a) C p und r € N minimal.

1. Behauptung: Es gibteini € {1,...,r} mitp; =p
0 Dedekind

Beweis: Es reicht zu zeigen, dass es ein i gibt mit p; C p, da p; prim =~ =
Angenommen p; ¢ pVi=Vida; €p, mita; €p
=ap----a, €pr-----pr C(a) Cp= 4p prim
2. E:p=p; =pr----- p, Z (a), da r minimal war
dbepy----- p, mitb & (a)
=a '-b¢g 0. Wire nimlichg™!-he 0, sowireb=a-c € O
—— —

= €(a)4b¢(a)
AuBerdem gilt: b-p € py----- p,Cla)=a'bpc O

=albep!

=>p 140 (Klar: 0 Cp™h)
Dies ist die Aussage des Lemmas fiir a = p

pCppl=0 weil p maximal
pl£O

p; maximal.
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3. Seia # (0) Ideal von 0. a = (o, ..., 0,) mit ¢; Erzeugern.
aca-p ! dennlep!

Angenommenes geltea=a-p~ ! =Vxecp gt x-o€a

m
x-OCl':Z aij 'Olj
J=17"
2%

Sei A = <(5ij 'X—a,'j),']) e omm
a

=A-| | =0 = det(A) =0 (O Integrititsring)
O

~——
€0m£0

= f(t) :=det(t - 6;j — a;;) € O]t] ist normiert mit f(x) =0

= x ganz iiber 0P O=p =042

Beweis von Satz (2.4): Existenz: Sei S Menge aller Ideale # (0),(1) von €, die keine solche
Primfaktorzerlegung besitzen. Wir wollen zeigen, dass S = &. Angenommen S # &.

Sei a € § maximal beziiglich ,,C*“. Es existiert (da ¢ noethersch) ein maximales Ideal p in & mit
aCp=yp|a

p maximal = pprim=p ZS=a#p

=a C a-plcpp! =

Lemma (2.6) P acp PP Lemma (2.6)

Da a € S maximal = a-p~! hat eine Primfaktorzerlegung.

Seia.p—lzpl ..... P, ja:a.pfl.p:pl ..... PP éClGS
N——

=0
=85=0

Eindeutigkeit: Erinnerung: Ist p C & Primideal und a,b C & Ideale, so gilt:

pla-b=plaVvp|b

Seienalsoa=pg----- pr=p p’. zwei Primfaktorzerlegungen von a.
Er>s. Dap;|a=p;|p;fireinie {1,...,s}
@ pi | py = p| = p

Primideale sind maximal mlﬁ
—1 -1 IN—1 7 1
=pca=p; ppeeees pr:(pl) Pl ph
=0 =0

induk(i :
= TR pr=0=s=rundp,=p;Vi<s .

ggf. umsortieren

= Bemerkung a-p~! ist tatsichlich ein Ideal

Beweis:
e abg. unter ,,+*: Es reicht zu zeigen, dass p~! abgeschlossen ist unter ,,4:
Seienx,yep = (x+y)pl=xpl+yplcov
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eVacOvVxcp': axcp v

m Bemerkung Fasse mehrfach auftretende Faktoren in der Primfaktorzerlegung zusammen: Jedes
a # (0) lasst sich (bis auf Reihenfolge) eindeutig schreiben als:

a= H p*(@, Vp(a) € No mit v, (a) = O fiir fast alle p

pCoO
prim

= Bemerkung
Jeder Hauptidealring ist Dedekindring.
Jeder Hauptidealring ist faktoriell.

I Korollar 2.7 Sei & faktorieller Dedekindring. Dann ist & ein Hauptidealring.

Beweis: Ubung. Idee: Benutze Primidealzerlegung und zeige, dass jedes Primideal ein Hauptideal
ist. u

I Korollar 2.8 Sei a C ¢ Ideal, dann existieren a,b € ¢ mit a = (a,b)

Beweis: Ubung: Idee: Benutze die Primfaktorzerlegung von a und fiir 0 # a € a gilt a | (a) + chin.
Restsatz + b geschickt wihlen. "

Die Idealklassengruppe

Auf der Menge der Ideale ist die Multiplikation eine assoziative und kommutative Verkniipfung.
Neutrales Element: a- & = ¢ - a = a fiir alle Ideale a C &. Inverse Elemente? Schon gesehen:
p-p ! =0 firpC Oprimmitp~! = {xcK|x-pC O}. Allgemeiner:

Definition 2.9 Ein gebrochenes Ideal von € ist ein endlich erzeugter &-Untermodul a C K mit

a#(0).

Klar: (0) # a C ¢ Ideal = a ist gebrochenes Ideal.

Ist K algebraischer Zahlkorper, & = Ok Ring der ganzen Zahlen, so folgt:

a C Ok heiBBt dann auch ganzes Ideal von K.

Satz 2.10 Ist (0) # a C K ein ¢-Untermodul von K. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

1. aist gebrochenes Ideal
2. dx€e O\{0} mitx-aC O (x-a C O Ideal)

Beweis: ,,1.=2.“

Sei a C K gebrochenes Ideal mit

Firx:=y----- WeElgltx-; €0
n

_ B

o On = % Erzeugendensystem mit f3;,%; € 0.

=Istaca: a:_):l,-ai, MED

i=1
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n
=xa=Y Axo; €0
i=1

2.=1.
Istx-a C & = x-aistIdeal von 0.

O noethersch = x - a endlich erzeugt = a endlich erzeugt

Sind a,b C K gebrochene Ideale, so ist

m
a-b:= {Z ab; |meN,a; € a,b; € b} ein gebrochenes Ideal.
i=1

(Endl. erzeugt, da Produkte von Erzeugern von a, b ein Erzeugendensystem sind.)

Definition 2.11 Die Menge I := {a C K | a gebr. Ideal von &'} heiit /dealgruppe von 0.
Falls K algebraischer Zahlkorper, & = O, schreibe auch:

IK = I@(

Satz 2.12 I, wird mit

Ip x1p — Iy
(a,b) —a-b

zu einer abelschen Gruppe, mit neutralem Element (1) = ¢ und inversen Elementen zu a € I,:
ali={xeK|xaCO}el,
Beweis: Es bleibt zu zeigen: a ' € Ipund a-a™ ' =al-a=0Vacl,
1. Zunichst: a C ¢ Ideal, a~! ist &-Modul klar.

Ist0£aca=a-a'lCO

Satz (2.10
az:(> )Cl_lélﬁ

Istnuna=9p;----- p, die Primfaktorzerlegung von a, definiere: b := pl’l ----- p,
b € I, genauso wie fiir a=! und es gilt:

Zu zeigen bleibt, dass a~! C b ist:

a!=a"l.ab=Istaca!sofolgt:

=a=Y Ab €bmitd; caa"! C 0)
Sy
€

=b=qa"'

2. Sei nun a C K gebrochenes Ideal.
Satz (2.10) .
=" Jye 0\{0} mity-a C O Ideal.
EN (va)~! €15 und (ya)~!ist zu (ya) invers.

1
az;(ya) und o =y-(ya)”
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Behauptung: (ya)~' = 1a~!

y
LC“ Seix € (ya)~!
sxyaCO=xyca ' =xeyla’!
,2“Seixeyla!
=x=y L. ¥ mit¥ €a! (dh.¥aC 0) = x(ya) = (xy)a=xaC O
=x¢€ (ya)~!

=aleclyunda-a! = ;(ya)y(yﬂl)*1 = };Y(ya)()’a)fl =0

Korollar 2.13 Jedes gebrochene Ideal a C & kann eindeutig (bis auf Reihenfolge) geschrieben
werden als

a= Hpvp(a)
p

das Produkt iiber alle Primideale von €, vy(a) € Z, vy(a) = O fiir fast alle p.
Per Definition: p° = &

Definition 2.14 Ein gebrochenes Hauptideal von € ist ein gebrochenes Ideal der Forma =x- &
mitx € K*.

Py :={x0 | x € K*} C I ist Untergruppe

Die Faktorgruppe Clg :=1o/p, heilit Idealklassengruppe von 0.
he = |Clg| heiBt Klassenzahl von 0.
Falls K algebraischer Zahlenkorper ist und & = Ok der Ring der ganzen Zahlen, schreibe auch:

Clg :=Clg,
h[( = /’lﬁk

Satz 2.15 Sei ¢ Dedekindring. Dann gilt:

hg =1 <= O Hauptidealring <= ¢ faktoriell

Beweis: 2. Aquivalenz wurde in Korollar (2.7) gezeigt.
1. Aquivalenz: ,,<=*
Sei ¢ Hauptidealring, a C K gebrochenes Ideal.

=3x€ ﬁ\ {0} mit xa C ¢ Ideal ﬁHauP:ﬁSealring .

Sa=yx 'OcPy=Il,=Pr=hg=1

a=(y)mitye &

=" Seihg =1=1p=Pp.Istalso a C € Ideal, soist a € Py
=dxeK mita=x-0, aberdaaC 0 =xe€0

= a = (x) C 0 = O ist Hauptidealring .
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Die Klassenzahl ,,misst®, wie weit & davon entfernt ist, ein Hauptidealring (/faktoriell) zu sein. Ist
zum Beispiel hy = m € N, so folgt fiir a C & Ideal: a™ ist ein Hauptideal.

Beispiel 1. K=Q(i), Ox =Z[i] = hg = 1, da Ok euklidisch und damit Hauptidealring ist.
2. K=Q(v-5), Ok = Z[/-5] ist nicht faktoriell. = hg # 1. De facto ist hx = 2.

Satz 2.16 — Stark-Heegner. Kp = Q(v/D), D < 0 quadratfrei (Kp ist imaginir quadratischer
Zahlkorper). Dann gilt:

hg, =1 < De{—1,-2,-3,-7,—11,-19,—43,—67,—163}

In dieser Vorlesung wird dieser Satz nicht bewiesen.
Vermutung: Es gibt unendlich viele reell-quadratische Zahlkorper (D > 0) mit Klassenzahl 1.






[3. Die Endlichkeit der Klassenzahl

In diesem Kapitel ist K ein algebraischer Zahlkorper und 0k C K der Ring der ganzen Zahlen in K.

Erinnerung: Wir hatten die Norm von einem Ideal a C Ok wie folgt definiert:

N(a):= [0k :a] = |9/al €N

Satz 3.1 Seix € Ok \ {0}, so gilt:

|Ng(x)| = N((x))
N—— ~——
Norm des Norm des Hauptideals
Elements (x)=x0
Beweis: Es gibt eine Z-Basis (o, ..., ®,) von Uk, so dass es my,...,m, € 7 gibt mit
(myy,...,m,,) Z-Basis von (x) = x - O (mit Diagonalisierungsalgorithmus)

n

= N((x)) = [0k : (x)] = [T mi]

i=1

n
Auf der anderen Seite: x- @; = Y, (a;;m;) -@;, (%)
=1 N——
m
z

da (mw,...,m,®,) Basis von K/qQ ist.
[Nk ()| = |det((a - my)i ) |
: O 1
= |Hmi'det((aij)i,j)\ = \H’"i}

Das Ideal (x) = x- € hat die Z-Basen:
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1. Z-x01® DL -x- @y ~ (xO,...,x0,)
2. (may,...,m,®,) Ist Z-Basis von (x)

& aij € ZVi, j, da (a;;); j die Basiswechselmatrix ist

= (aij)i,j € GLy(Z) = det(a;j);i j = *1

Satz 3.2 Sei (0) # a C Ok Ideal mit Primfaktorzerlegung

_ WV V,
a_pl ..... prr

Dann gilt:

Beweis: gleich

Satz 3.3 Sei 2s =Anzahl der Einbettungen ¢ : K — C mit 6(K) ¢ R (komplexe Einbettungen).
(Die Anzahl ist gerade, weil die komplex konjugierten Einbettungen auch wieder komplexe
Einbettungen sind.)

Sei weiter n = [K : Q] und dxg die Diskriminante von X/q.

Dann gilt:

Es gibt ein Reprisentantensystem von Clg durch ganze Ideale a C Ok mit:

N(a) < B ::’i!. (4>s.\/m

n" T

I Satz 3.4 Die Klassenzahl hx = |Clk| eines algebraischen Zahlkorpers ist endlich

Beweis: Es reicht zu zeigen: Es gibt nur endlich viele Ideale a C Ok mit N(a) < B beziehungsweise
< irgendeiner festen Schranke. Nach Satz (3.2) reicht es zu zeigen, dass es nur endlich viele
Primideale p C Ok gibt mit N(p) < Bg.

Sei nun also (0) # p C Ok Primideal. Dann ist p N Z = pZ ein Primideal in Z mit einer Primzahl
peN.

= Ok/p ist ein I -Vektorraum (als alg. Erweiterung von [F,,) mit Dimension < n = [K : Q]

= N(p) = |o%/p| = p’ mit f <n

Ist p € Z Primzahl, so gibt es nur endlich viele Primideale p C Ok mit pNZ = pZ. Denn:
pEP= pOk Cp=p| pCk und die Primfaktorisierung von pOx =py -+ - p, ist endlich.
Es gibt nur endlich viele p € Z mit p < Bk und nur endlich viele p C Ok mit p | pOk. "

N
m Bemerkung 3.5 Cx := % . (4) heilit Minkowski-Konstante.

T

Bx :=Ck- \/@ heiBt Minkowski-Schranke.
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Sei nun n = [K : Q] = r+ 2s wobei r die Anzahl der reellen Einbettungen und 2s die Anzahl
der komplexen Einbettungen ist. Dann ergibt sich folgende Tabelle:

n r s | Cx

2 0 [1]0,637...
2 2 1010,500...
3 1 | 1]0,283...
3 3 10]0,222...
100 | 100 | 0 | 0,93-10~%?

Beispiel 1. K=Q(i) ~»r=0,s=1,dg =—4
= Ckx ~ 0,637
dx = —4 = Bk < 1,3 = FEinzige Norm die kleiner 1, 3 ist:
N(a):1:>a: ﬁKihQ(i):l

2. K=Q(v=3) ~r=0,s=1,dg = —20 = Bg < 3
= Reprisentantensystem mit N(a) <2

2) = p? ist Primfaktorzerlegung von (2) (Ubung)

p=(2,14+V-3)
N(p)*=N(p?) =N((2)) = IN(2)| = 4
=N(p)=2 Norm prlm:> p Primideal

=Clgx = {[Ok], [p]} = hg =

, . r
Beweis von Satz (3.2): N(a) = |%x/a| = |Ok/ 1 p}* chin. Restsatz | 1 O/}t
k=1 k=1

.
= I N(n)
Zu zeigen ist nur noch: N(p”) = N(p)" per Induktion:

v=1:klar
V= v+ 1
Ok [py 22 (9k/p" ™) [(8V fpv+1) mit dem Isomorphiesatz aus Algebra

= N(E¥T) = NE¥)-[p* 5" = Np)Y- oY V]
Zu zeigen bleibt, dass [p¥ : p¥ ] = N(p) = |x/y|
Seiacp¥\p¥t!. Dannist p¥ = (a) +p" ! = ggT((a),p" ")
Definiere:

Q: O — ' [pvt!
x—x-a+p't!
@ ist surjektiv, Kern(¢) = p
= ¢ faktorisiert: Fx/p = p"/pv+!

|ofol = [P/t | = [p¥ s Y]







(4. Gitter

In diesem Kapitel ist V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum der Dimension 7.

Definition 4.1 Ein Girter Lin V ist eine Untergruppe L C V von der Form:

L=7vi 4+

Falls r = n, so heilit L vollstindiges Gitter.

{vi,...,v,} reell linear unabhingig

Beispiel Firn=2, r=2:
y
. y
[ ] o
[ J ®
( J
L] o
{
L] o
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Firn=2, r=1:

> X

» Bemerkung 4.2 Ein Gitter L C V ist ein freier Z-Modul vom Rang r. Die Umkehrung gilt nicht!
z.B.: Z+7-+/2 C R hat als Z-Modul Dimension 2, aber jedes Untergitter von R hat héchstens
Dimension 1.

m Bemerkung 4.3 Seien ¢y,...,e, € V Basis. Dann ist

o:R"—V
M .
. — 7L,~-ei
)vn i=1

ein Isomorphismus. Da V = R" erhélt man eine Topologie auf V.
U CV offen <= ¢ '(U) C R" offen

Diese hiangt nicht von der Wahl der Basis ab.
(Jeder lineare Automorphismus A € GL,,(R) ist ein Homéomorphismus , d.h. die Abbildung x — Ax
ist stetig und die Umkehrabbildung x — A~ !x ist ebenfalls stetig.)

Charakterisierung von Gittern
Definition Eine Teilmenge M C V ist diskret, falls jeder Punkt x € M eine offene Umgebung
U C V besitzt mit U NM = {x} . (per Definition ist M C V diskret, falls M mit der induzierten
Topologie diskret ist.)

Satz 4.4 Fiir eine Untergruppe L C V sind dquivalent:
1. L ist eine diskrete Untergruppe

2. Es gibt eine offene Menge U C V mit U NL = {0}
3. KNListendlich fiir alle kompakten Mengen K C V
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I 4. BN L istendlich fiir jede beschrinkte Menge B C V

Beweis: ,,1.=2.* Klar.
»2.=1.
y
{ J L ] L ]
{ ] L ]
U
= <// c B

U — U +x =: ¢, (Translationsabbildung)

1. =3
L diskret = L ist abgeschlossen = K N L ist kompakt, diskret = K N L endlich

»3.=4.
Betrachte den Abschluss von BN L = abgeschlossen und beschrinkt = kompakt

WA.=2.
Wiihle eine beschrinkte offene Menge um 0. Diese hat dann hochstens endlich viele Punkte. Die
Menge ohne diese endlich vielen Punkte (auler der 0) ist immer noch offen. n

Proposition 4.5 Eine Untergruppe L C V ist genau dann ein Gitter, wenn L diskret ist.

Beweis: ,,= Klar

=

Seien {ey,...,e,} C L maximal, reell linear unabhingig (== LCR-e¢;+---+R-¢,)
Induktion nach r:

r=0 L=0

r=1 =LCR-¢

L ist diskret ~~ Fiir jede Schranke M > 0 gilt:

{a-e; | |a| < M} NListendlich.
Deshalb gibt es ein f € L mit f = a-e; mit a > 0 minimal. Wir wollen zeigen, dass Z - f = L:
Wenn dies nicht gilt, dann gibtes ein o € L\ Z- f = Jr € R mit:

o=r-f=m+b)-fmeZ 0<b<1

L>a—m-f=b-f=b-a-ey 4zua minimal

<a
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r>1 L :=LN(Rej+---+Re_y), L ist diskrete Untergruppe in (ey,...,e,_1).

Aus der Induktionsvoraussetzung folgt, dass L' Gitter ist: Es gibt also fi,..., f,_ (reell linear
unabhingig), sodass L' =Z- fi + -+ 7Z- f,_1. Damit folgt fir ¢ € L :

=a=a; fi+-+ar—1- f—1+a-e.. Definiere:

o:L—R o(L)=:L"
o—a

Es folgt: (p((m —la1])- fi+-+(ar—1 — [ar—1]) - fr—1 —|—a~e,) = a (wobei [a;] € 7).
Sei |a| < M. Es gilt: LN {x € R | |x| < M} ist endlich (da beschrinkt und diskret).

'S! L* ist Gitter von der Form: Z - o(fy) mit f, € L.
Nun bleibt noch zu zeigen, dass fi,..., fr—1, f, eine Z-Basis von L bilden:
Sei @ € L. Dann gilt ¢(&t) = a- ¢(f,) firein a € Z.

= ¢(a—a-f)=0
=a—a-f,el
=a—a-fy=afi+-+ar—1fr—1
=o=afi++a—1fr-1+af;
S L=Zf++Lf,

4.2 MaBtheorie

Definition 4.6 Sei V reeller Vektorraum mit dim(V) =n, L C V ein vollstindiges Gitter mit
einer Basis eq,...,e, und Ay € L.

n
D= {7Lo+2ai-ei\0§ai< 1}
i=1

heiBt Grundmasche von L in Ag.

y
A
N
! & !
(4]
&
Q3
| ' &
QQ
6&
X
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= Bemerkung 4.7 e Durch den Isomorphismus ¢ : R” — V erhalten wir (durch das Lebesgue-
MaB auf dem R” ein MaB p auf V, das heiBtist D C V, so heiBt D messhar <= ¢~ 1(D) C
R" messbar und es gilt:

u(D) = .uLebesgue((P_1 (D))
o Ist D Grundmasche von L = Zv| + - - - + Zvy, so gilt:
vol(L) := u(D) = |det(vy,...,v)|

Dies ist unabhiingig von der Wahl der Basis.

e Sind L C M C R" zwei vollstindige Gitter und Dy, Dy Grundmaschen fiir L beziechungsweise
M, so gilt:
w(Dr) = u(Dy) - [M : L]
e Die obige Formel gilt auch (unabhéngig von der Basiswahl von V) fiir zwei vollstdndige
Gitter LCM CV

Beweis: Der erste und zweite Punkt wurden in Analysis bewiesen. Zum 3. Punkt: Es gibt eine Basis
von M, {ey,...,e,} und eine weitere Basis {mey,...,mye,} von L.

w(Dy) = |det(ey,...,e,)| w(Dr) = |det(miey,...,mpey)|=my----- my, - W(Dyy)

n
M= @ Z- € n
=1 =ML > B Z/mz,
L= @ Z- m;e; i=0

i=1
induziert durch kanonische Projektion und Korollar zum Homomorphiesatz.

[ML]:m] ..... mn

Satz 4.8 Sei Dy Grundmasche von (voll) L C V im Punkt O und S C R” messbar.
Falls u(S) > u(Dy), so gilt:

Ja,peSmita#Bunda—P €L

Beweis: S= |J (SN (Dyp+ 1))
A€L S——
=D,
= u(S)= Y u(SNDy)
A€L

as |, .
@

Idee: Verschiebe Alle Schnitte von S mit den Grundmaschen in eine Grundmasche:
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+

Verschiebe also die einzelnen Schnitte nach Dy. Dann muss es Uberlappungen in D, geben, da
sonst i (S) < p(Dy) sein miisste.
=3Jae€SND,, und 3 B € SND,,, so dass

06—3,1:[3—7(,2

Das heif3t, sie liegen nach der Verschiebung aufeinander. "

Definition 4.9 o M C R" heiit konvex, falls fiir alle x,y € M auch gilt:
[xay] = {X(l _t)+y't ’ te [0)1]} cM

o M heilit zentralsymmetrisch, falls fur alle x € M auch gilt: —x € M.

Satz 4.10 — Minkowski Gitterpunkisatz. Sei M C V = R” konvex, zentralsymmetrisch und
kompakt. Sei weiter L C V vollstidndiges Gitter mit Grundmasche D. Falls:

u(M)>2"-vol(L)
dann gilt:

JxeMNLmitx#0

Beweis:  x,yeM = % (x—y) € M. Wir setzen S := % -M

u(M)Zg-vol(L)

= 1(8) = 55 -1 (M) () > vol(L)

Definiere M := (14€)-M, £ > 0, sowie § := %M Dann folgt: i1(S) > vol(L).
S 36, e Smita— B e L\ {0}

~ 1
= 3o, B’ € M sodass 5(05’—[3’) €L
—

=

= 3JIxecL\{0} mitxe M

Es gibt nur endlich viele solche x € M, da L diskret ist. Wenn kein x € L\ {0} existiert mitx € M,
so konnte man € klein genug wihlen, so dass M NL = {0} 4 .

Etwas Analysis: V := R” x C*. Dann gilt dimg (V) = r+2s =: n.
kanonische Identifizierung: V =2 R”, indem C* = R?* durch z ~ (Re(z),Im(z))
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Wir definieren eine Norm || - || auf V:
r r+s

[lell = 2 Jxil +2- il
Z i:;H ~

i=1
komplexer Betrag

oo _ T
fir x = (X1, X, Zrt 1y -y Zrts). €V

Lemma4.11 Seire R, t >0und X(¢) :={x e V| |x|| <t}
Es gilt:

s "

T

ux @) =2"-(3)

2) !

Beweis: X (t) ist symmetrisch beziiglich der r reellen Achsen, d.h.:
u(X (1) =2"- (¥ (1)),

wobei Y (t) ={x eV ||x]| <tundxi,...,x, > 0}.

Fiir die komplexen z; nehmen wir Polarkoordinaten, d.h.:

1 .
Zi:xl-—H'y[:§~pi-(cos(®,~)—|—i~sm(®i)

Determinante der Jacobimatrix des Koordinatenwechsels: Fiir jedes z; gibt es einen Faktor %. Damit
folgt:

wobei Z = {(X,p) c RS ‘ X, Pi >0, Yxi+Ypi < l}.
Fiir den letzten Schritt des Beweises wird noch ein Lemma gebraucht:
Lemma 4.12 Fir ai,...,a, € Rmita; > 0,seiI(ay,...,apm,t) = [ x]' - xXim dxy ... dxy,
Z(r)
wobei Z(t) :={x € R" | x; > 0, ¥ x; <t}. Dann gilt:

(o artm) L@ 1) Dlam + 1)

I(ay,....,amn,t) =t
(a m!) a1+ +am+m+1)

wobei ['(x) := [e"-+*~! dt, mit den Eigenschaften: ['(x +1) =x-T'(x) und ['(n + 1) = n!
0

Setzt man dieses Lemma im Beweis von Lemma (4.11) ein, so folgt die Behauptung. "
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Lemma 4.13 Seienay,...,a, € R>p. Dann gilt:

(Hai> "< i:; oder:

n n
n (): ai)
Hai < =l 2
nl’l

i=1

Beweis: Dies ist die Jensen-Ungleichung fiir den In. "




[5. Minkowski-Theorie (Teil 1)/Beweis von Satz (3.3)

In diesem Kapitel ist K Zahlkorper vom Grad n = [K : Q).
I Definition Ist 6 : K — C eine Einbettung, so heifit ¢ re¢//, falls 6(K) C R. Andernfalls heif3t
o komplex.

m Bemerkung e Mit o ist auch ¢ := - o o eine Einbettung
ecreell=06=0
e ¢ komplex =6 # 0
~~ Wir kénnen die komplexen Einbettungen zu Paaren (0, 0) gruppieren
e 1 ist Anzahl der reellen Einbettungen, s die Anzahl der Paare der komplexen Einbettungen

~r+2s=n
e Wir erhalten eine Abbildung:

. K—V

x+— (01(x)y...,00(x),0r11(x),...,005(x)),

wobei bei den komplexen Einbettungen jeweils nur ein Vertreter pro Paar gew#hlt wurde.

Beispiel K = Q(v/D), D quadratfrei.
1.D>0~r=2

ackK, a=x+y VD~ o(a)= (x+yVD,x—yVD)
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2. D<0~s=1

o :x+y~\/5
~01(0) =x+iy\/|D|, oa(at) = o1 ()
T1 :61(06)

wo(a) =1 (o) = o1(a) € C=R?

Proposition 5.1 Sei a # (0) ein ganzes Ideal. Dann ist o(a) C R ein vollstindiges Gitter. Die
Grundmasche von o(a) hat das Volumen:

u(o(a)) =27"-N(a)- /|dk]|

Beweis: Wir wissen bereits: a ist ein freier Z-Modul vom Rang n = r 4 2s.

Wihle also eine Z-Basis: «,..., 0, € a.
Zeige: o(ay),...,0(ay,) sind R-linear unabhéngig.
o(o)
Dazu: Sei S := : € R™". Zeige, dass det(S) # 0
(o)
oi(a) ... o.(oq) Re(ti(a)) Im(ti(ey)) ... Re(r(oq)) Im(zs(a))
s=1{ : s z z : s
oi(a,) ... o.(o,) Re(ti(a;)) Im(t(et,)) ... Re(r(0y,)) Im(zs(ar,))
N 61(061) Gr(al) T](OC]) T](OC]) TS(OCI) TS(OQ)
—S= : L L
oi(a,) ... ooy T(an) Ti(a) ... T(0n) 7Ts(04)

S entsteht durch folgende Transformation pro Spaltenpaar (x,y):

(x,9) = (x+1y,y)
= (x4 iy, —2iy)
= (x4 iy, x —iy)

= det(S) = (—2i)* - det(S)
Andererseits: det(S)2 = det((Gi(OCj))iJ)z =d(ay,...,0) =[Ok :a*-dg #0

=N(a)?
= det(S) £0

Genauer:

u(o(a)) = |det(8)] =27 -N(a)- /[dx]
——

a
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Satz 5.2 Sei a C Ok, a # (0) ein ganzes Ideal. Dann gibt es ein o € a, & # 0 mit:

)< (3) 2 /Tl -NGa)

Beweis: Wir wollen Satz (4.10) anwenden fiir eine passende Menge X (1) = {x e R" x C* | ||x|| <t}.
s n
uxe) =2 (%)%

p(o(a)) =27"-N(a) - /|dk|
Fiir Satz (4.10) braucht man: u(X (7)) > 2"- u(o(a)).
Dann existiert nach dem Satz ein 0 # o (o) € X (1) N o (a).

T

ux)=2-(3)" ; > 27225 N(a) - /]dx]

s> <%>s'n! -N(a)-/|dk| =

Wihle 7o := v/N € R

19 3 5 (q) € X(19) N o(a) mit 6(a) £ 0= a0 £0
Aus G( ) € X(t9) folgt:

HG H—Z’GI ’—1-2 Z’Tl ‘<t0—\/]v

Lemma (4.13) (H‘ o; H |Tz( )’2 )n S ||65106)|’

i=1
—‘L','((X)'T;(O!)

‘:’ILI’@(OC)! -ﬁ!q(a)P < llo(l}" < N
=1 i=1

n" n"

=[N(a)]

Beweis von Satz (3.3): Sei a € Ik ein gebrochenes Ideal.
Wir wollen zeigen, dass es ein ganzes Ideal ¢ C Ok gibt, mit [a] = [¢] € Clg und

N(©) < B = (2) -2 V/ldgl

Sei x € Ok x # 0 mit x- a !l c Ok.Setze b:=x-a~!

282 3 o € b mit [Ny g ()] < By -N(b)

acb=x-a'=a=x-ymityca!

Setze c:=y-a C Ok
= N(c) =N((y)-a) =N((y))-N(a) = [Ng/o(y)|-N(a)

NK/Q OC

= <
e \ N@) = INgjol@)-N(b)™ < Bk

b-l=x"la

und es gilt: Clg > [¢] = [(y) - a] = [a]. .
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m Bemerkung Sei p # 2 Primzahl.
Fermat (%): xP +yP = zP hat keine Losungen (x,y,z) € Z> mit xyz # 0

Sei {,, € C eine p-te Einheitswurzel (primitiv). In Z[{,] ist (%) dquivalent zu:
W=zl —xP =(z—x) (2= Cpx)----- (Z—C;‘,’”x)

Falls Z[{,] faktoriell ist, kann man dies zum Widerspruch fiihren.

Problem: Z[{,] ist fast nie faktoriell.
Kummer: Falls p { hq¢,), so kann man den Beweis-Ansatz retten.

Als nichstes: Studiere die Einheiten 0

Die Sequenz:

CH-PK
Il
ar——— |[a]
m m
1 OF > K~ Ix Clk 1

Xt+——>x-Ok

ist exakt.



[6. Dirichlet’s Einheitensatz

Ziel: Verstehe die Einheitengruppe & C Ok besser mithilfe der Gittertheorie.
Problem: & ist eine multiplikative Gruppe, d.h. 6(&% ) C R" x C* kann kein Gitter sein.
Betrachte:

K* L_ (Rx)r % (C)s */> R+

o

QX< R* R

x —log(|x|

Hierbei:
0:K— R xC’
o— (o1(a),...,0.(a),0r41(Q),...,0m15(@))

mit o1,...,0, : K — R reelle Einbettungen und 6,41, 6,11, ...,0rts, Orts : K — C komplexe Ein-
bettungen.
AuBerdem: £(x1,...,Xp 21, ,25) = (10g(|x1 ),...,log(|x|),log(|z1]),-..,log(|zs]))

r S
sowie: N (X1, ..., Xp,Z0y--0,25) = ITx- 11 ]zj|2

.
und: Tr(xy,...,Xpps) = .lei+2- 'le,ﬁ

i= i=
Damit kommutiert das Diagramm, alle Abbildungen sind Homomorphismen.

Notation.

Ug:={e€K*|3IneNsd " =1} C Of
={ec 0y |3IneNsd " =1}

heif3t Menge der Einheitswurzeln.
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Betrachte in der oberen Zeile des kommutativen Diagramms die Untergruppen:

Ox ={€ € Ok | Ngjg(e) =1} CK”
S:={v=(x1,..,%21,...,25) € (R*)" x (C)*| N(v) =+£1} C (R*)" x (C)*
H:={x=(x1,...,%45) ER™|Tr(x) =0} C R

Lemma 6.1 Es gilt: 6(0f ) C S sowie £(S) C H.
Wir erhalten einen Gruppenhomomorphismus:

A:O¢ —H
o—l(o(a))

Satz 6.2 Sei":=A(OF) CH.
Die Sequenz

1 = ux — Of Aroo0
ist exakt, d.h. an jeder Stelle
Ry Ve

gilt: ker(¥) = Bild(¢)
D.h.: Hier ist die einzige Aussage, die zu zeigen ist, dass ker(4) = ug

Beweis: ,,O
Sei o € ug mit o =1

=0o(a)"=1 Vi
=|oi(a)| =1= log(|oi(a)]) =0
——
M
C

”g“

Sei a € ker(A) C O

Ala) = (log(|o1(@)]), ., Jog(|ow(a)]), log(| 41 ())), -, Jog(|orss(e0)])) = (0,...,0)
=Vi: |oj(a)] =1

o(a) € X(r+2s), wobei X () = {x e R" x C*| ||x|| <t} und X (r+ 2s) eine kompakte Teilmenge

=n

von R2$ =2 R" x C* ist.

o(a) € o(0k) + Gitter in R™+2

= o(a)NX(n) ist endlich

= ker(1) C OF C K* ist endlich

= jedes Element im ker(A ) hat endliche Ordnung

= ker(A) C ug .
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I Satz 6.3 Die Gruppe I' C H ist ein vollstindiges Gitter im R-Vektorraum H = R"+5~1

A
S\
N

oF ¢ KX =2 (R¥) x (C)) — =R 5 H

J/NK/Q N lTr
) R

QX R* x —log(|x|

Beweis: Erinnerung: Betrachte:

0. H=R*™~1: H =ker(Tr(R™))

Tr:R™" —R
X1 X1
X, X
" — (1 Lo 12 2) . !
Xr+1 Xr+1
Xr+s Xr+s

Kern hat eine Dimension weniger als der Vektorraum.

1. I'ist Gitter:
Kriterium: I' ist Gitter <= V M C H beschrinkt gilt: I'N M ist endlich
Sei dazu fiirr > 0:

U(r) = {x = (x1,....xrss) € R | 1] <1 Vi}

=N U®) = {(x1, X205 0525) € (RX) x (C*) | e < |xi| <€ Vi, e < |z] <
e Vi}
= (~1(U(t)) ist beschrinkt = ¢~ (U (t)) N 6(0F) ist endlich, denn o( k) ist ein Gitter
= U(t)Nl(o(0%)) ist endlich = T ist ein Gitter
=T
2. Rang(I') =r+s—1:
(a) Dazu: Konstruiere eine beschrinkte Menge T C S, so dass

S=|J T-o(e)
eely
Dann folgt:
H=]JT)+7) mit ¢(T') C H beschriinkt
yel

Konstruiere T folgendermaf3en:
Seix € S.Dannistx-6(0k) = {x-o(a) | & € Ok} (komponentenweise Multiplikation)
ein Gitter in R"*2% vom Volumen:

uix-o(0x)) S u(o(0x) =27 /|dx|

Die erste Gleichheit gilt, da der Skalierungsfaktor gerade der Betrag der Norm

IN(x)| =4 betrégt, da der i-te Eintrag der j-ten Basisvektors mit x; multipliziert wird.
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(b)

S
Seit € R* mit¢" > (%) -+/|dk| - n!

=u(X () >2" p(x-o(0k))
031 ¢ .o (Ox)NX (1), mit y#£0
=30#ac Ogmity=x-o(a) € X(r)
=|Nkg(a)| = N(co(a))| = Iw'N(G(G))! =|N(x-o(a)) <t
=1 =y

weil Ve € X(1) 1 [|xl| <t = [ <1, 2] < 5= IN()| < G

= [Nk (@) <1

Es gibt bis auf Assoziiertheit nur endlich viele o € Ok mit [Nk g(a)| <t", denn im
Beweis von Satz (3.4) hatten wir gezeigt, dass es nur endlich viele Ideale a C Ok
gibt, mit N(a) <", insbesondere gibt es nur endlich viele Hauptideale (o) C Ok mit
INk/g(a)| = N((o)) <" und:

(a)=(B) <= a=¢-B ec0f

Seien nun also By, ... By € Ok ein Vertretersystem (modulo Assoziiertheit) der Elemente
von Norm < "
Ist dann y € Ok mitx-o(y) € X (1), so gibtes alsoeini € {1,...,N} und ein € € OF
mity=f;-¢€

= o(B')-X(1)>x-0(e) =x-0(B7")-0(y) =x-6()-0(B7)

N——
eX(r)

Setze T := o (B; ') - X(t)U---Ua(By") X (1)
Da X () beschrinkt ist, ist auch T beschrinkt. Es existiert also fiir alle x € S ein
e=¢(x) € Of mitx-o(e)eT = xeT o(e!) (%)
e Fallsr+s—1=0: v
e Nehme an,dassr+s—1>0:
SeiM e Rt mit: Vx €T : x|, |z:] <M
Seien ay, ..., 0,4y € S mit a; = (a;1,...,air+s) und so, dass |a; j| > M fiir i # j
und a;; so, dass g; € S, das heiit |[N(a;)| = 1.

%)

:>8(a1),...,8(ar+s)€ﬁ,? mit a; . G(Si) eT
~—— —— ~—~ ~—~—
=€ =Er+s ai,l Gl (81)
Ajr+s Gr-i—s(gi)

Sloja) <1 i#)
= log(|oj(€)]) <0 i# ]

Beh.: A(g),...,A(&4s—1) sind R-linear unabhéngig

log(|oy (e1)]) log(|or(&1)]) 2log(|6r41 (€1)]) 2log(|6r45-1(€1))
Sei B := : : : :
)

102101 (&1 ) oo 10g(I0r(6rey 1)) 2108101 (Eris 1)) o 21080y 1(Ers 1)l
B—= (bij)i,j c R(r+s71)><(r+s71)
Es gilt:
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i bij<0ﬁi1‘l'7éj

lbl’j = Tr(l(ei)) — {
———

L Tts—
.y

j=1

2-log|oy4s(&)| furs>0
log|o,15(&)] firs=0

r+s—1 h
= Y b;;j>0 Vi=1,...,r+s—1
=

Fiir den Rest des Beweises benotigen wir das folgende Lemma:

k
Lemma Sei B € R** mit bi; <0Vi# j,sowie Y b;; > 0.Dann ist B invertierbar.

j=1
Beweis: Sei x € R¥ eine Losung von Bx = 0. Angenommen x # 0. Sei i, € {1,...,k} mit |x;,| =
max {15}
E x;, = 1 (durch skalieren auf 1)
= |xi| <1Vi

= der ip-te Eintrag von B - x ist:

k k
0= big.j X; = bigiy+ Y big.j X
j=1 ]":.l
J#io

k
> bio,io + Z bio,j >0
=1
J#io

Fortsetzung des Beweises von Satz 6.3:
= B ist invertierbar. Benutze den Isomorphismus

H = RIs-1

X1

X1
X, .
-
X —
i 2xr—‘,—l
Xpps—1
e 2xr—‘,—s—]
Xr+s

= A(&1),...,A(&s—1) sind linear unabhingig iiber R.
Rang(I') > r+s—1 (T'CcH=Rang(T') <r+s—1) .

Safz 6.4 — Dirichlet’s Einheitensatz. Die Gruppe Of ist eine endlich erzeugte abelsche
Gruppe von Rang r+ s — 1. Es gilt:

ﬁ; ~ Uk X Zr-i—s—l
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Insbesondere gibt es also r+s — 1 Fundamentaleinheiten €y, ...,&.s_1 € O, so dass gilt:
n Nppg
ﬁ;:{w'sl] """ €r+-§i]1|w€uK7 nla"'?”H‘SflEZ}

Beweis: Satz (6.2) besagt, dass

r 0

1 Mk Og
exakt ist. Mit dem Homomorphiesatz folgt:

} Satz(63)
ﬁK/H.K ~ l" ~ Zr )

Seien 71, ..., ¥4s—1 € I' eine Z-Basis von I"und €1,...,&_1 € Of mit A(g;) = %.
Die Abbildung
o:I'— 0f
r+s—1 r+s—1 ,
Y nyi— ] &"
i=1

i=1 i

ist ein Gruppenhomomorphismus mit A o ¢ = idr.

r 0

~ 1 Mk Ok
~
¢
Das heifit die Sequenz spaltet mittels ¢.
Bild(¢) Nug = {1}, da die & unendliche Ordnung haben ~ keine Einheitswurzeln sind.
Explizit: Betrachte ¢(I') C O Untergruppe. Es gilt (I') N ug = {1}

T g = o(T) X pg — O
(,0)— € ®

Zeige, dass diese Abbildung bijektiv ist:

Y injektiv: (g1, 0;) = ¥(&2, @)

=& 00'=1=20=21)=Ae & 0-0,")=21(e-& ")
=€-& cur=Kemn(A)undg -6 ' €Bild(@) = ¢ -6 ' =1=6 =6
= 0 = v

W surjektiv: Wir wissen: g /ux =T
= O¢ = U @(y)-uk = Seie € 0, dann gibtes ein y € I'und @ € g mit: € = ¢(y)- @ .
yell

Beispiel — Beispiel zu Fundamentaleinheiten.
1. K=Q=r=1,s=0und uyx = {£1}

= Z% = {+1} = pg

2. K = Q(v/D) mit D quadratfrei.
(a) D < 0 (imaginér-quadratisch)




6.1

6.1 Einschub: Keftenbriiche 63

=>r=0,s=1=r+5—1=0
= Of = Uk endlich

{:l:l} dg < —4
und pg = ¢ {£1, +i} dg = —4
(£1, £, £eT} dx=-3
(b) D > 0 (reell-quadratisch)
=r=2,5s=0=r+s—1=1und uyx = {1}

= O ={x€" |neZ}

wobei € Fundamentaleinheit ist.
e D=2 e=14+2
e D=3 =243
e D=31 &£=1520+273v/31
e D=94  £=2143295+221064/94
Aber:
e D=95 £=39+405

Eine Fundamentaleinheit € C & 6 (/D) liefert eine Losung der Pellschen Gleichung:

2—D-y =44 (x,y€Z)

Denn:
e Istdgx =0 (mod 4), das heiBt D =2,3 (mod 4) und € = a+ b/D mit a,b € Z so folgt:

= N(g) =a*> —Db* = +1

Wihle x = 2a, y = 2b.
e Istdg =D=1 (mod 4),und € = %ﬁ mita,b € Z, a=b (mod 2) so folgt:
2 2
a b
=+1=N(€)=——-D—
(€)= —D
Wihlex=a, y=»>
Mann kann die Fundamentaleinheit von Q(v/D), D > 0 z.B. mit Hilfe von Kettenbriichen bestim-
men.

Einschub: Kettenbriiche
Definition 6.5 Ein endlicher Kettenbruch ist ein Ausdruck der Form

1
a()—i-a n ; =:lao,ai,...,a,]
1 art T .
...un,1+a
unendlicher Kettenbruch:
lim[ag,ay,...,a,) fiir eine Folge (a,)nen C R
n—ro0
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Beispiel 6.6
V2=1[1,2,2,...]=:[1,2]
1 1
=1+(V2-1)=1+ 1+
1++2 24+ 5
(periodischer Kettenbruch)

Definition Bei einem unendlichen Kettenbruch [ag,ay,...] mit a, € Z heift:
Pn
[a07a17' . 7an] =
qn

der n-te Niherungsbruch.

m Bemerkung Fakten:

Jede reelle Zahl hat eine konvergente Kettenbruchentwicklung mit a, € Z

Endliche Kettenbriiche <> Q

Periodische Kettenbriiche <+ quadratische Irrationalzahlen: x € R\ Q Nullstellen vom Poly-
nom ax”> 4+ bx+c mita,b,c € Z

Ist d € N, d kein Quadrat und p,q € Z mit p> —dq*> = +1

Dann ist g ein Niherungsbruch der Kettenbruchentwicklung von v/d.

Sei ¢

die minimale Periodenlinge der Kettenbruchentwicklung von v/d (d > 0 quadratfrei) und g

der (¢ — 1)-te Nédherungsbruch.
Dann ist die eindeutig bestimmte Fundamentaleinheit € € 0k C Q(\/;l) mit € > 1 gegeben durch:

e=p+qvd fallsd =2,3 (mod 4) oderd =1 (mod 8)
und € = p+¢Vd oder € = p+gVd sonst (d =5 (mod 8))

Beispiel o V2=[1,2]=/(=1

O-ter Niherungsbruch: 1 ~» 14 /2 ist Fundamentaleinheit
e d=94:1/94=09,1,2,3,1,1,5,1,8,1,5,1,1,3,2,1,18] = ¢ =16

15-ter Niaherungsbruch: £ = 27552 ~ 2143295 4-221064+/94 ist Fundamentaleinheit

e d=95:v95=109,1,2,1,18] = (=4
3-ter Nidherungsbruch: g = % ~> 39 +4+/95 ist Fundamentaleinheit

Damit kénnen wir das Beispiel zu Fundamentaleinheiten erweitern:

Beispiel 3. Sei [K:Q]=4mitr=0,s=2~r+s—1=1

= Rang(0f ) =1

= Of ={w-€"| o€ ug, n€Z,} und ¢ ist eine Fundamentaleinheit
Beispielsweise: K = Q({s), wobei s = s primitive 5-te Einheitswurzel ist.
Mipo: X*+ X3+ X2+ X +1

me=1{05,62,63,8,65 =1}
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[7. Zerlegung von Primidealen in Erweiterungen

Ist A C B eine Erweiterung von Dedekindringen und p C A ein Primideal, so zerféllt p in B:
p-B=Q7 - Q5 (Q; C B Primideal, ¢; € N)

Hier: K C L algebraischer Zahlkorper, Ok C 0. Wie zerfallen Primideale p C O in Op?

Proposition 7.1 Seien (0) # p C Ok und (0) # Q C O}, Primideale. Dann sind folgende Bedin-
gungen dquivalent:

1Q|pﬁL d.h.p~ﬁ’LCQ

2.9D00p

3. QNox = p

4. ONK=p

Beweis: ,,1. <— 2.*

Klar,dennp C p-Opund Q C O

3= 2.

Klar

3. = 4.

N NK C Ok wegen Ok ganzabgeschlossen.

»2.= 3.

Sei also p C .

Klar: QNOx D pNOx=p

Zu zeigen bleibt, dass QN Ok C p ist:

Da p maximal: Falls nicht QN Ok Cp (= QN Ok D p),soist QN Ok = Ok
Ist aber QN Ok = Ok, sofolgt=1€Q=0=0] 4 Primideal "
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Definition Falls eine der dquivalenten Bedingungen aus Proposition (7.1) erfiillt ist, so sagen
Wir:
) liegt iiber p beziehungsweise p liegt unter 5.

Q c 0O
p < Ok
Proposition 7.2 1. Jedes Primideal (0) # £ C &, liegt iiber genau einem Primideal (0) # p C
Ok.
2. Ist (0) # p C Ok Primideal, so gibt es mindestens ein Primideal (0) # Q C &, das iiber p
liegt.
Beweis:

1. Sei (0) # Q C Oy, Primideal. Definiere a := QN Ok. Wir haben bereits gesehen, dass a C Ok
Primideal ist. a # O ist klar. Zu zeigen bleibt, dass a # (0) ist:
Seia € Q\ {0}

= Es existieren a,,_1,...,d, € Ok, a, # 0 mit:
"+ ap 0" ag =0
= Ok Dag = Eg-(a”_l +a, 0" ta)) €
co;
=a0#0€QN0k=a

2. Folgt aus der Primidealzerlegung, falls p&y # 0.
Angenommen p&;, = €. Dann wiirde einerseits gelten:

p'pOL=0k-OL=0y
Andererseits, da p~! D O:
P 'POLD Ok-p-OL=0k - OL=0L

Definition 7.3 e Ist (0) # p C Ok ein Primideal mit:

wobei 1,...,8, verschiedene Primideale in ¢} sind.
Dann heiflen e; =: ¢(Q1|p), ..., e, =: e(Q,|p) Verzweigungsindizes von p in 0.
e Istey =---=e, =1, so heillt p unverzweigt in O, sonst heilit p verzweigt.

Weitere wichtige Invarianten: Triagheitsgrade:
Ist Q C O} ein Primideal iiber p, betrachte:

Ox — Oy, A oL/a mit dem Kern: p
Erhalte eine Inklusion der Restklassenkorper:
k/p C 01/

Dies ist eine endliche Korpererweiterung.
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Definition 7.4 In dieser Situation wird der Grad der Korpererweiterung ¢x/p C 01/ als Trdig-
heitsgrad von £ iiber p bezeichnet. Notation: f(Q|p)

Beispiel 7.5 Fiir Q()/q:

o p=2:

2:(1+i)(1-i):\-;-(1+i)2
ELi]*

~22Z[i] = (1 +1)Z[i])?
~ Verzweigungsindex:  e((1+i)Z[i]|2Z) =2
Tragheitsgrad:

|21/ (1) 2fi)| = N((144) - Z[i])
= [No/o(1+1)|
= f((1+i)-Z[i)|2Z) =1
e Ist p € Z Primzahl mit p =3 (mod 4)

p - Z[i] ist prim (p ist 1riige)
e(p-Zli]|pZ) =1

|21/pzii| = N(pZli]) = INg()0(p)| = P*
= f(pZlil|lpZ) =2

e Ist p € Z Primzahl mit p =1 (mod 4)
= Ja,b,€ Z mit p=a®+b*

=72

p-Zlil=p-p"  mitp=(a+bi) Z[i], p' = (a—bi) - Z|i]

p,p’ nicht assoziiert. e(p|pZ) = e(p’|pZ) = 1

p
Beobachtung: Y e;- fi =2
=1

1

Lemma 7.6 Seip C Ok Primideal und n = [L : K]. Es gilt:
L. N(p-0L) =N(p)"
2. Ist Q C O} Primideal iiber p, so gilt:

N(2) = N(p)/ 2P

Beweis:

o Uk — 0,5 Or/p-0, ~ Man kann @k/p C v/p.0, auffassen. (Vorsicht: Im Allgemeinen ist
das keine Korpererweiterung, aber: 91/p-¢; ist Ok/p-Vektorraum)
e (¢ ist endlich erzeugter Ox-Modul

= dimﬁk/p(ﬁL/pﬁL) < o0

1. Behauptung: dimg, /, (91/p-01)
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S Sei @y, ..., @, Basis von 9./p6, iiber Ck/p und @y, ..., @, € O mit T(@;) = ®;.
Zeige @y, . .., ®y, sind linear unabhénig iiber K (bzw. O)
Angenommen, ®y,...,®, sind linear abhénig.

=3day,...,an € Ok, (ai,...,an) # (0,.. O)mltZa,a)l—O
P!
Seia=(ay,...,an) C Ok das von ay,...,a, erzeugte Ideal.
Seixca 'mitxga - p=>x-aZyp. (Wir finden so ein x, da a~! D a~!-p. Die Ungleichheit
folgt aus der Eindeutigkeit der Primidealzerlegung. Weiter gilt fiir ¢ € a=' -p :
a=Y a -bi=a-a=Yaba=Y b (aa)COx=acal).

ca-l €p EPCOx €0k
= xai,.. xamE Ok aberEIZOE {1,...,m} mit xa;, & p.
0=rm(x- Z a;@;) = ): m(x-a;) @ und fiir ip : w(x-a;)) #0 f@i,..., ®, Basis
i=1 =1 N——
€0k /p

o= Sei nun p € Z Primzahl mit pZ =pNZund s = [K : Q].
Fiir K/ haben wir das Lemma schon gezeigt:

2. N(p) = |oxfs| = p’
N(pOk) = |9/pox| = [Nk jo(p)| = P’

Seip-Og =p{' - pé mit p = py,pa,...,p, C Ok verschiedene Primideale.

r , Y eifi
=1 =p=
i=1
-
= Ze,-ﬁ =S

prt = p oL ) HN p;0L)" = HN Yt = ﬁpf;-n,-e.- _ pig.f"”"e’
(pﬁx)@ =
Wirr wissen also:
El fiemi=n-s
lieiﬁ:s ni=nVi
121 <nVi
= dimg, /p(91/p0L) =n
. N(Q) = plim= (71/2) und N(p) = pime, (7%/)
dimp, (¢1/2) = dimg, (%k/p) - dim(g, /) (9/Q) (Gradsatz)

f(Qlp)
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Satz 7.7 Seien K C L algebraische Zahlkorper, n = [L : K]. Sei (0) # p C O Primideal mit
pOL =907 - Qf (Q1,...,9Q, C Oy verschiedene Primideale))

Dann gilt die fundamentale Gleichung:

i{eiﬁ:” (fi = f(Qilp))

Beweis: N(pOy) Lemma (76) (p)" und auBerdem gilt:

Lemma 7.6 N e i eifi
Nipon) =TT 20 TTve) ) = M)

i=1

Frage: Wie bestimmt man die Zerlegung

Idee: Angenommen K = Q, L =Q(0) 0, =Z[0].
Sei g € Z[X] das Minimalpolynom von . Betrachte fiir eine Primzahl p € Z:

Z[X] 22 0, = 7]®] =5 01/pe,  surjektiv
fr— f(©)
Kern(go) = (g) C Z[X]
Kern(w) = p0Oy,
~ Kem(7 o ¢o) = 9 ' (pO1) = (p,g) C Z[X]

~

o

1% - ZX = F,X]/(z
= L/ oL Hom.- : ]/ (p.g) Algebra: ol ]/ ®
chin. ~ Satz Lemma 3.3 ~
Restsatz — =
(OL/Qt x - x OL/agr) = FplX]/(grd1) X -+ - x FplX]/(g%)
wobei g die Reduktion mod p von g ist mit g = g;% ----- 2,% Faktorisierung in F,[X], wobei
21,.--,8s nhormiert und irreduzibel sind.
Die Idee suggeriert, dass es eine Verbindung zwischen £; und g; gibt.
Allgemeiner:

1. Falls 0 = Ok[0)] ist, werden wir so die Zerlegung vollstindig bestimmen konnen.
2. Falls 0, 2 0k[0)] ist, so muss man endlich viele Primideale p C Ok aussparen.

Fixiere (0) # p C Ok Primideal. Sei L = K(®). Dies ist keine Einschrinkung wegen des Satzes
vom primitiven Element.

Sei g € Ok[X] das Minimalpolynom von ® und g € (¢x/p[X]) die Reduktion der Koeffizienten von
g mod p. Weiterhin seien g7, ..., g, € (9/p)[X] normiert und irreduzibel mit:

€]

g:gil ..... E
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Satz 7.8 In dieser Situation nehmen wir an, dass die Primzahl p € Z mit p NZ = pZ die
Ordnung von ./¢x[e] nicht teilt.
Es seien gj,..., g, € Ok[X] normiert, so dass g; die Reduktion modulo p von g; ist. Dann gilt:

wobei Q; = pOy + gi(®) - O das von p und g;(®) erzeugte Ideal in O ist.
Dabei ist f(Q;|p) = grad(g;) = grad(g;) der Trigheitsgrad.

Beispiel K=Q, L=Q(i), 0, =1Z][i], g(X) =X>+1
Wende den Satz an:
1. p=2:

gX)=X2+1=( )2 €F[X] ~» e; =2

X+1
——
=81

= 27Z[i] = Q3 mit Q; = (2,27()) = (2,1+i) = (1+1)

2. p=3 (mod 4):
g2(X)=X2+1 (mod p), g ist irreduzibel falls p =3 (mod 4):

g ist irreduzibel <> g hat keine Nullstellen <= —1 ist quadratischer Nichtrest mod p

Kurzer Bew/Bemerkung:
a € F; ist quadratischer Rest mod p (d.h. 3b € F; mita = b)) = AT =1l¢ F,
Beweis: ,,=
Sei a quadratischer Rest=-3beF) : a= b?
p—1 p—1

a7 =7 =pr) = |
[F5 |=p—1
,,¢“ »
Angenommen 1 =a"7 . IF 7 ist zyklisch. Sei § € F; Erzeuger. = ord({) = p— 1.
Esista = {* fireinx € {0,...,p—2}.

=1= Cxpz;l = x gerade

Wihle b= (2 €Fy = b* =a .

= 1 firp=1 d 4
Fira=—1: (—l)pTI: e (mod 4)
—1 firp=3 (mod 4)
Es folgt also: p =3 (mod 4) bleib prim in Z][i], d.h. pZ[i] ist Primideal und f(pZli]|p) = 2.
3. p=1 (mod 4):
Wir haben gesehen, dass g(X) = X* + 1 € F,[X] reduzibel ist, d.h. 3@ € F; mit

gX)=X+a) X-a).
=g =2
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Fiir @ € Z mit o« = o (mod p) ist dann:

PLi] = p1-p2
p1=(p,1(i)) p2 = (p,82(i))
:(p7i+a) :(p)i_a):(pva_i)

Ubersetzung zur bekannten Zerlegung:
Wir wissen: p = a’>+b*, a,b e Z

PZi) = (a+ bi)(a— bi)
istheZmith-b=1 (mod p), so ist fir a =a-b € Z:

(X+0)(X —at) =X*— o> = X> — a?b?
=X>+1 (mod p)

Die letzte Gleichheit folgt, da a®-b> = p-b* —b?-b*> = —1 (mod p).
= p1 = (p,a+1i) = (p,ab+i) = (p,a+bi) = (a+bi) C Z[i]

Beweis von Satz (7.8): Die Aussage folgt aus den folgenden drei Punkten:
1. Fiir alle i gilt: Entweder Q; = O, oder 91/9; ist ein Korper mit |01/9;| = |x/p|/i Elementen
2. Firi # j gilt stets: Q;+Q; = 0p
3. pOyL | Q? ..... Q%
Beweis von 1.:
F; := (%k/»)¥/(g;) ist ein Erweiterungskorper von 9k /p vom Grad f; := grad(g;) = grad(g;).
Betrachte folgendes Diagramm:

Q: ﬁ[{[X] %o %8 o ﬁL/Qi

kanon.

f=1(0) Projekti
[

OxkXl/(p.g) = F;

£; ist wie im Theorem definiert und ¢ ist surjektiv, wie wir gleich zeigen werden.
Klar: (p,gi) C Ok[X] ist im Kern(¢) enthalten.

o(p- Ok[X]) = mi(@e(p- Ok[X])) = m(p- Ok[©]) = {0}
Cp-OLC Qi
¢(g) = m(po(8)) = mi(gi(®)) =0
=

Behauptung: ¢ ist auch surjektiv.
¢o(0k([X]) = Ok[©] C O].
Zeige: ﬂ,(ﬁ[([@]) = ﬂi(ﬁL)
Zeige dazu: 0 = Ok [O] + Q;
bzw. sogar: 0 = Ok|[®] + p- Oy, wobei p so gewihlt ist, dass pNZ = pZ.
p-O,CQ;,dapepCQ,.
Beweis:
d = |0L/(6x[8)+p-61)]
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Wy | |0r/6x0)| und d | |01/p-6,| = d = 1 nach Voraussetzung.
——

=N(p-OL)
=IN/o(p)l
—pltl
Beweis von (%):
Betrachte
A Op — 0L/ (6x[®)+p-61) kan. Projektion, surj.

mit Ok[®] C ker(A) (bzw.p- Op, C ker(1)).

R 3V X 01/ oxte] — O1f(0xi6)+p01) = G
~——

=G

mit H :=ker(1).
= |G| = |H|-[G: H] = |9/u] | |G|
~~

=[G:H]
Fiir p&y, genauso.
Es folgt:
m(0k[0]) = m(0k[®]+9Q;)=m(0L)

m;(Qi)=0
= @ ist surjektiv.

surj.

AuBerdem ist die Abbildung:

¥:O0klX] — (%)) [X] — &KX/ (g) = F;
K(ﬁ%gi&%'?ten
mo

surjektiv mit ker(¥) = (p, &)

Hom.-Satz E o ﬁK[X]/(p,gi)

= Entweder 7:/9, = {0} & Q,; = 0p, oder 01/, = F,,
da @ : F; — 0v/q; ist injektiv, falls 0r/; # {0}, da F; Korper ist.

Beweis von 2.:

Qi=p0L+3i(©)- 0L

Fiir i # j sind g; und g; teilerfremd. Also existieren h; und h; € (Fx/p)[X] mit:

hi-gi+h;-gj =1
Sind h;,h; € Ok[X] mit h; = h; (mod p) und h; = h; (mod p), so folgt:
hi-gi+hj-gi=1 (mod p)
=hi-gi+hj-gj—1€p-Ok[X]
=hi(0) - gi(®)+h;(®)-g;(@)—1="aecp-Op
1= +hi(0) 5i(©)+h;(©) 4;(0)

-~

€poL cgi(@)-0L €gj(©)-01
v Q .

~~ CL)j
€Q;

Ubung Q30
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=1€Q;+Q;=9,+9;,=0,

Beweis von 3.:

Wir wollen also zeigen, dass Qf' ---- - Qr CpOy ist.

Klar: Qf'----- Q C (p,g1(®)°----- 2-(®)¢) (Ausmultiplizieren der Elemente)
Zeige also: (p,g1(©) -+ g, (©)) CpOy

Betrachte dazu wieder:

OklX] O —"— Ofyo,

\ ()

OxlX]/(p.g)

Dabei: OklX/(p.g) = (“&/p)[X]/(3)
Das Diagramm ist kommutativ, also:

(%) kann als Einsetzungshomomorphismus (°«/»)[X]/(g) — ¢./p6, angesehen werden.

Beweis des Satzes aus 1.-3.:
1.: E: 9Qy,...,9y # O Primideale mit:

|onfai] = |ox/ol ", fi = grad(g;) = grad(g;)

und Qg q,...,9, = 0y

Fiir Q1,...,Q; gilt: Qi |p0OL (per Definition)
F(Qilp) = fi

Wegen 2. sind die £; verschieden und wegen 3. gilt:

pﬁL — Q‘fl ..... Q?Y di<e;
Satz (7.7) Zdzfi =n=|[L:K|=grad(g) = grad(g)

=s=rundd; =¢;

= Bemerkung Fiir die Ubungen und weiterreichende Informationen empfehlen wir folgende
Websites:
e LMFDB.ORG - Auf dieser Website sind zum Beispiel viele Informationen zu Zahlkorpern
zusammengefasst.


http://www.lmfdb.org

76 Kapitel 7. Zerlegung von Primidealen in Erweiterungen

o SAGEMATH.ORG - Sagemath ist eine Mathe-Software, die unter anderem viele Operationen
im fiir uns relevanten Bereich der Zahlkorper umfasst.

e COCALC.COM - Cocalc ermdglicht es, online mit mehreren Personen zusammenzuarbeiten,
z.B. in einem IATEX-Dokument oder auch an einem Sagemath-Projekt.



https://www.sagemath.org
https://www.cocalc.com

[8. Verzweigungstheorie

In diesem Kapitel ist Z/k eine Erweiterung algebraischer Zahlkorper. Nehme zusitzlich an, dass L/
Galoiserweiterung ist. ~» Das Zerlegungsverhalten von Primidealen wird ,.einfacher®.

Satz 8.1 G = Gal(L/k). Sei p C Ok Primideal. Dann operiert G transitiv auf der Menge M :=
{QQ C O}, Primideal | Q | p- O} der Primideale iiber p.

Zur Erinnerung:
transitiv bedeutet: Zu 9,9’ C ) Primideale iiber p gibt es ein 0 € G mit 6(Q) = Q'
bzw.: Ist Q C ) Primideal iiber p, so ist M = {c(Q) | 0 € G}

Beweis von Satz (8.1):
Sei Q C O prim mit Q | p&; und sei 6 € G. Dann:

e 0(9) C O ist Primideal in &, (C 0}, da alle o () Nullstellen des Minimalpolynoms sind)

e (p)=p

=pCo(Q)=0(Q)|poL
= G operiert auf M.
Transitiv: Seien 2,9’ € M. Angenommen es gelte fiir alle 0 € G: 0(Q) # Q'.
Nach dem chin. Restsatz gilt dann: 3x € &7, mitx =0 (mod Q') (< x € Q') und
x=1 (mod 6(Q))Vo €G.
= Np/k(x) = HGG(x) € Ok
:x.cle_l G(X)EQ, NL/KEﬁKﬂD’:pCﬁK.

oeG
o#id

Aber:Vo € G:x¢o(Q) =0 '(x) €Q

= Nk = [To@ 2" [To ' wgasy Nk (x) €p

ocG oeG
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Korollar 8.2 In dieser Situation gilt fiir alle Q,9’ C ¢} iiber p:

e(Qlp) = e(Q'|p)
f(Qlp) = £(Q'Ip)

d.h. alle Verzweigungsindizes und Tréigheitsgrade sind gleich.

Beweis: Nach Satz (8.1) existiert 0 € G mit 6(Q) = Q.
Also: Q° | p0p = 0(Q°) = (Q') | pOL =0 (p0y)

= e(Qlp) <e(Q'fp)

genauso mit 6~ 1: e(Q'|p) < e(Qp) = Gleichheit
Fiir die Tréagheitsgrade:

oy i> ﬁLLﬁL/Q/
o(Q)=2'

ist surjektiv mit ker = 671 (Q') = Q
~s OL[Q 22 OL)Q

= f(Qlp) = f(Q'|p)

Also: Ist L/k Galoiserweiterung, so ist p&y, = (Q; - --- - Q,)¢ mit identischen Trigheitsgraden
f:= f(Qi|p). Damit wird unsere Fundamentalgleichung zu:

[L:K]=n=r-e-f

1. Anwendung: Welche Primideale sind verzweigr ?
B N——

mind. ein ¢;>1

In der Ubung gesehen: K = Q(+/dx) wobei dx Diskriminante von K ist so gilt:

p verzweigt <= p|dg

Safz 8.3 Sei K algebraischer Zahlkorper und p € Z Primzahl. Falls p in Ok verzweigt ist, so
gilt: p | dg.

Beweis: Sei pOx =p7' -+ p¢r die Primidealzerlegung von p in Ok.
Sei p = p; C Ok ein Primideal iiber p mit e; = e(p|pZ) > 1
@pﬁk:p.amita:p?*l.p? ..... e

=pOkx Ca (Eindeutigkeit der Primidealzerlegung)
Sei a € a\ pOk.

Sei weiterhin Homg (K,C) = {0y,...,0,} und a,..., o, € Ok eine Ganzheitsbasis.

Es existieren my,...,m, € Z mit

o=moq+---+m,0

daa & pOk,ex.i€{l,...,n} mit ptm;.
Ep { my
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Aber:p=p; [ (a),....pr [ (@),  daaf(a)
Wir rechnen aus:

dx =d(ou, ..., o) = [det(cy(e))]?

Gl(ml ~OCl) 61(062) Gl(OCn) 2
=m;* [det : : ]
o,(m-oq) op(w) ... ou(o)
oi(a) o) ... o(ay)\2
elemgltare ml_z ) [det . . ]
Spalten- : :
transformationen Gn(OC) Gn( (Xz) ce Gn(OCn)

=m;2-d(a,0,...,0)

=d(a,0,...,0,) =mt-dg

Sei L/k normale Hiille von K/Q = L/ Galoiserweiterung.
Seien o7,...,0, € Gal(L/Q) Fortsetzungen von oy,.. ., 0, auf L.
Sei weiter Q C ¢ ein Primideal iiber p. Dann gilt:
1. ¢ €Q,denn QN O =p; fireini € {1,...,r} und @ € p;Vi
2. Vo € Gal(L/@) : o(a) € 9, denn: 6~ !() ist Primideal iiber p und wie in 1. folgt
aco'(Q).
Damit folgt insbesondere:

o(a) =o1(a),...,o,(a) =o,(at) €Q

=d(a,0,...,0,) €Q
(Folgt mit einer Laplace-Entwicklung der Determinante nach der 1. Spalte. Jeder Summand ist von
der Form: o;(a)- a; €2)

N——

cQ €0,
AuBerdem istd(a,0n,...,0,) € Z
=d(o,0,...,00) EQNZ = pZ
= pld(o,o,...,0,) =mi di
pimy = pldg

m Bemerkung Die Umkehrung des Satzes gilt auch, wird aber hier nicht bewiesen.

I Korollar 8.4 Es gibt nur endlich viele Primzahlen p € Z, die in K verzweigt sind.

Korollar 8.5 Ist Z/k eine Erweiterung algebraischer Zahlkorper, so gibt es nur endlich viele
Primideale p C Ok, die in L verzweigt sind.

Beweis: Ubung. "
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8.1 Mehr zur Galoistheorie/Verzweigungstheorie

Im Folgenden:
e L/k Galoiserweiterung algebraischer Zahlkorper
e G=Gal(l/k)undn=[L: K]
e Seip C Ok Primideal, p # (0) mit p&p = (Qy - -+ Q) = f(Qilp)

Definition 8.6 Fiir jedes Primideal Q C &, iiber p definieren wir:
Go:={oceG|o(Q)=9} (Untergruppe)

heiBit Zerlegungsgruppe von £ tiber K.
Der zugehérige Fixkorper

Zo:={xeL|o(x)=xV oGy}
heiBt Zerlegungskorper von £ iiber K.
Erinnerung:

Satz — Hauptsatz der Galoistheorie.

g s (i)
LY={xcL|o(x)=xVYo U} +—U

Z+— Gal(L/z)

Dabei sind die beiden Abbildungen inklusionsumkehrend und zueinander invers.
(AuBerdem: Z = LY ist normal iiber K <= U C G Normalteiler)

e
= Bemerkung 8.7 1. pO; = [ I1 G(Q)} fiir ein festes (und beliebiges) Q C ¢ mit Q | p.
0€6/Gq
Also giltauch r =[G : Gq].
2. Esgilt:
Goa={id} < Zyq=L
<= pistvoll zerlegt in L
voll zerlegt: r=n (pOrL, =9, ----- Q). (e-f-r=n=e=f=1)
Genauso:
Gha=G <= Zqg=K
<= pistunzerlegtin L
unzerlegt: r =1
3. Fir o € Gist:

GO-(Q) = G-Gg-Gil

Beweis:
1. generell: G operiert transitiv auf X (X endlich)

=X ={o(x)|oe€b/c}={o(x),...,00(x)} fiir ein bel. (aber festes) x € X
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und 01, ...,0, € G Reprisentanten von G/G,.
Denn: G operiert transitiv = ist x € X, so gilt:

X=Gx={o(x)| o €G}.
Dann ist fiir 0,7 € G:
( ) =1(x)

et loo(x) =x
-1

&7 o0 € Gy
o] =1 € 9/c;
=16, = 0Gy,

mit G, = {0 € G| 6(x) =x} C G Untergruppe
3. Auch wieder generell bei Gruppenoperationen:

(0o 1 00 )(0(Q) = o(1(2)) = 6(2)

€Gq

= 007100 ' € Gy(q

Sei 7€ Go(q) = (0 '0100)(Q)=0""(17(c(Q))) =Q
N——
~o(2)
-1

1

=0 0T00€Gan=7€0:-Gq-0"

Safz 8.8 Sei Q7 = QNZqy das unter Q liegende Primideal in Zy (C 07z,).
Dann gilt:
1. 9y ist unzerlegt in L

e(QQz) =e(Qlp),  f(QIQz) = f(Qlp)
(:> QZﬁL = Qe)
e(Qz|p) = f(Qz[p) =1

Beweis: 1.:
Hauptsatz der Galoistheorie:

Ga = Gal(/2a)

= Menge der Primideale iiber Q; = {6(Q) | 0 € Go} = {Q}
——

)
2.und 3.
Esgilt: |G|=[L:K]=n= e - f - r
=e(Qlp) —r(qlp) =l9cal
f(Qlp) Jioen
n Gl
e f=-= Gq
¢f=1"G G G0l
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Seip- Oz, = (Qz)e” -... (weitere Primidealfaktoren)
Q-0 =9°
=p-0p= Qezl'e” -... (weitere Primidealfaktoren)

Se=e(Qlp)=¢"¢"
" =e(Qzlp), ¢ =e(QQy)

Entsprechend gilt: f = f(Q|p) = - f”

Satz (7.7) [L : ZQ] =¢- f’ -1 Da ¢/|e und
=
e'=eund f'=f

(%) f'If folgt:
=|Ga| =e-f

:>e”:f”:1 -

m Bemerkung Sei 0 € Gy. Dann induziert o einen Automorphismus:

0 :0/a— O/
x+Q+—0o(x)+Q

Beweis: Ubung. ]

Notation. Ist K in algebraischer Zahlkirper und (0) # p C Ok ein Primideal, so schreiben wir

K(p) == %/p

fiir den Restklassenkorper modulo .

Satz 8.9 Die Erweiterung x(9Q)/x(p) ist normal (und damit Galoiserweiterung) und der Homo-
morphismus

Ga — Gal(x(Q)/k(p))
o—0

ist surjektiv.

Beweis: normal(+separabel) folgen automatisch, da es sich um eine endliche Korpererweiterung
endlicher Kérper handelt.
Da separabel: Satz vom primitiven Element: Es gibt ein ©® € k(Q) mit

Sei g € k(p)[X] das Minimalpolynom von @ iiber k(p), sei ® € 7 mit ® = ©® (mod Q) und sei
f € Ok[X] das Minimalpolynom von @ iiber K.

Sei weiterhin W € Gal(x(Q)/x(p)). Zu zeigen ist: Es gibt ein 0 € Gy mit 6 = V.

= P(O) ist Nullstelle von g.

= ¥(O) ist Nullstelle von f := f mod p.

= Es gibt ein @' € Ok mit f(®') =0und @ = ¥(0) (mod Q).
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Definiere: 6(0®) := @', dies definiert ¢ : K(®) — L eindeutig.
Ist o irgendeine Fortsetzung auf ganz L, so erfiillt diese:

Definition 8.10 Der Kern I, C G des Homomorphismus

Gq — Gal(x(Q)/x(p))
o—0

heit Tréiigheitsgruppe von £ iiber K.
Der Fixkorper T := {x € L | 6(x) =x V0o € Iq} heilit Trigheitskorper von Q iiber K.

Wir erhalten eine kurze exakte Sequenz:

1 — Iq — Gq — Gal(x(Q)/k(p)) — 1 (%)

und entsprechend eine Korperkette

KCZyCThCL

(in dieser Reihenfolge, da der Isomorphismus inklusionsumkehrend ist nach Hauptsatz der Galois-
theorie).

Satz 8.11 Die Erweiterung Ta/z, ist normal (und somit Galoiserweiterung) und es gilt:
1. Gal(Ta/zq) = Gal(K(Q)/k(p)); Gal(L/1q) = Ig
2. |Ig| = [L:Ty] = e(Qlp): [Ga 1] = [Ta : Za] = f(Qlp)
Sei Q7 := T N das Primideal von T unter 9. Dann gilt:
3. e(QlQr) =e(Qlp);  f(QIQr) =1
4. e(Qr|Qz)=1; f(Qr|Qz) = f(Qlp)
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Zusammenfassung: Fir p&y, = (Q; -+ - 0,) = ( I

Grad der Erweiterung

L 5]
e(Qlp) =e
Ta Qr
fQlp)=f
Za Q7
Anzahl der Faktoren =r
K p

Beweis von Satz (8.11):

L

w ~Gal(L/Tq)=InCGuCG

Ga=Gal(ljzy)| Tq =Lk

Zy

K

Hauptsatz d .
~ Ta /74 normal = 15 C G Normalteiler.

Galoistheorie

Letzteres gilt, da /5 Kern eines Homomorphismus ist.

1.
fast erledigt. Hauptsatz der Galoistheorie:

Gal(1o/2) = 9o/t = Gal (<12)/x(9)

Def.

|Gal(Ta/za)| =" f = f(Qlp)
—_——

1.
[Ga:la]

Verzweigungsindizes Triagheitsgrade

e 1
1 f
1 1
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AuBerdem: |Gq| =e- f.
Denn: [L: K] = |G| =|Gql-[G: Gq]
~—— ~——
| Il
e-|f~r r
o =e (Lagrange: |Ga| = [la - [Ga : Ia])
3.und 4.
Betrachte die Erweiterung L/7. Die Trigheitsgruppe von 9 iiber Q7 ist auch gleich Iy:
Der Kern von der Abbildung

Lagrange
=

Iq — Gal(x(Q)/k(ar)) C Gal(x(Q)/x(p))
o—0
ist auch gleich Ig.
(I ist auch Zerlegungsgruppe von £ iiber Ty).
Satz (8.9) = Iq — Gal(x(Q)/x(2r)) ist surjektiv = Gal(x(Q)/x(Qr)) = {id}
= xk(9) = k(Qr) = f(QQ7) = 1.
Gleichzeitig:

e(Q[Qr)- f(QQr) =[L: Ta] =|la| =e

4. folgt direkt aus der Multiplikativitédt von e und f. "

= Bemerkung o [h={id} <= Tq =L <= e=1,das heilt p ist unverzweigt in L.
e In diesem Fall ist dann Gal(x(Q)/x(p)) = Gq C G (eine Untergruppe von G).

» Bemerkung Sei K C Z C L ein Zwischenkorper von L/k und B := QNZ C Oz das unter
liegende Primideal von ;.

1. Falls e(Blp) = 1 und f(P(p) = 1 ist, so gilt:
ZC Za

2. Falls e(P|p) = 1 ist, so gilt:
ZC Tq

3. Ist Q das einzige Primideal iiber 3 C O, so ist

ZnCZ

Beweis: Ubung. "

Korollar 8.12 1. Falls Gq C G ein Normalteiler ist, dann zerfillt p in Zg in r = [Zq : K] =
[G : Gq] verschiedene Primideale:

pOzy =Pi--- B, B; C O, Primideale

(p ist vollstindig zerlegt in Zy).
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2. Falls Iq C G zusitzlich Normalteiler ist, so bleiben By,..., B, prim in T (sie sind
Htrage™). In L werden die *13;’s zu e—ten Potenzen.

Beweis:
1. Hauptsatz der Galoistheorie: Za/k Galoiserweiterung
= Verzweigungsindizes und Trigheitsgrade sind alle identisch
Also: Ist P C 07, Primideal iiber p, so ist

e(mhj) = E(QZ‘F’) =1 } fundar:nfmale
f(m‘p) = f(DZ‘p) =1 Gleichung

2. In L gibt es auch r verschiedene Primideale iiber p. Somit ist dies auch in 7 D Zgn der Fall
(Tq C L). Wie oben ist Ta/k Galoiserweiterung.
= alle Verzweigungsindizes sind gleich. = e(P; - O, |Bi) = e(Qr|Qz) =1
= Die B, sind trdge in L. L/7, ist eine Galoiserweiterung, somit sind auch alle Verzwei-
gungsindizes = e, d.h. ;- O = Qf mit Q; C O} Primideal.

Anzahl der Primideale in 07, liber p ist gleich r.




[9. Kreisteilungskorper und Fermat’s letzter Satz

(n € N>3). Betrachte den n-ren Kreisteilungskorper K = Q(&), wobei § eine primitive n-te Ein-
heitswurzel sei, d.h. {" = 1 aber { # 1 V0 < m < n bzw. ord({) = n. (Denke dabei zum Beispiel
an § = ezfq).

Wir wollen zeigen: Ok = Z[{].

Zunéchst zur Erinnerung:

Satz 9.1 K/qist Galoiserweiterung vom Grad ¢(n) := |[{m €N |1 <m <nund ggT(m,n) = 1}|
(eulersche @-Funktion) und es gilt:

Gal(K/g) = (%/nz)"
(04: 8= CYa (mod n)

Beweis:
e Galoiserweiterung: Zerfillungskorper von X" — 1 . (separabel, da char(K) = 0).

I
' (x-¢")
e Ist 0 € Gal(K/q), so ist 0({) ebenfalls primitive n-te Einheitswurzel (da ¢ Automorphismus

ist).

= Minimalpolynom von { iiber Q :

®,(X)= J] xX-0(0)
oeGal(K/Q)
(Alsoist 0(&) = £ firein e € Nmit 1 < a <nund ggT(a,n) = 1. Nicht klar ist jedoch, ob
alle diese a auftauchen)
Zeigen nun: zu a € Nmit 1 <a <nund ggT(a,n) =1 gibt es ein o, € Gal(K/qQ), so dass

0a(§) = C“.

Es reicht zu zeigen: Ist p Primzahl, 1 < p < nmit p { n, so gibt es 6, € Gal(K/q).
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Sei dazu « := ¥ fiir 1 < k < n mit ggT(k,n) = 1 und sei f € Z[X] das Minimalpolynom
von « iiber Q.

=X"—1=f(X) g(X) mit g € Z[X].

Klar: a? ist Nullstelle von X" — 1. Zu zeigen: a” ist Nullstelle von f.
Angenommen f(a?) #0=g(a?)=0
= f1eX?) = g(X") = f(X) - g(X) mit g € Z[X].

Sei g € (Z/pz)[X] die Reduktion modulo p von g, f € (%/pz)[X] die Reduktion modulo p von

f-
= f|g(X?) = (g(X))? (Frobenius-Homomorphismus). Die Gleichheit gilt, da

B(XP) = o +@iX"+- -+ aX"" = (@+aX +-- +apX")"
|

%P

Da (Z/pz)[X] faktoriell ist, folgt: B
Isth € (Z/pz)[X] prim mit h | £, so gilth | g

=i | fg=x"—T
= h teilt die Ableitung von X" — 1 in (Z/pz)[X]

Ableitung von X" — 1 ist7z- X"~ !

E D G A DO
——

)
h=X"
= flar)=0
n—1
Ze= T ®-
ggT(a,n)=1

m Bemerkung &, heildt n-res Kreisteilungspolynom.

Korollar 9.2 1. Ist n gerade, so gilt:

w(K) ={Xxek|x"=1}
—~—

Einheitswurzeln
in K

(genau die n-ten Einheitswurzeln).
2. Ist n ungerade, so gilt:

H(K) = {X €K | X" =1}

Beweis:
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1. Ubung.
2. nungerade = @(2n) = ¢(n)

,,2“klar

,»C“wegen Grad nach Satz (9.1)

Behauptung folgt auch aus 1.:

Man kann die Gleichheit auch so sehen:

¢ primitive n-te Einheitswurzel = (—{)" = (—1)"=—1  (n ungerade).

Satz 9.3 Sein >3, K= Q({) mit { primitiver n-ter Einheitswurzel. Dann ist:

Ok = Z[C]

Lemma 9.4 Fiir n > 3 gilt: Z[1 — {] = Z[{], sowie die Diskriminanten beziiglich
(1,£,82,...,¢20W=Y und (1,1 -¢,...,(1—&)?™=1) sind identisch.

Beweis: Z[1 — ] =7Z[{],da { = —(1 — ) + 1 ist. Die Diskriminante héingt nicht von der Wahl der
Z-Basis ab. "

Lemma 9.5 Fiir n = p" (mit p € N Primzahl, r > 1) gilt:

n
pP= H(l —¢h (¢ primitive n-te Einheitswurzel)
k=0
plk
Beweis: f(X) := X)ifirjl =1+x"" +X2”"7;+...+X(P*1)p”l *)

p Summanden

Es gilt: (p") = (p—1)-p" ' und f({*) =0 fiir p1k (es gibt nur @(p") solche k’s)
= f(X) = ﬁ(X —¢h (normiertes Pol. vom Grad ¢(p") mit Nullstellen &* fiir p 1 k)
s
(%)= f(1)=p=TT(1-¢" .

k=0
ptk

Beweis von Satz (9.3): Zuniéchst: n = p” Primzahlpotenz.
Wissen: Z[{] =Z[1 -] C Ok
Wie in Ubung Q 29 i): Wenn f € Z[X] das Minimalpolynom von { iiber Q ist, so gilt:

m-(m—1)

7 Nijo(f'()) mit m = ¢(n)

d:=d(1,,,8%,...,0°W=1 = (=1)
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AuBerdem:

X"—1=f(X) g(X), mit g € Z[X]
=n- X" = f(X)-g(X)+ f(X)- &' (X)
(

I I
n®) +d

=d | n®" = d ist Potenz von p
Korollar (1.27)
=

Angenommen, Z[{]| C Ok Jx € O\ Z[{] mit:

~~
[
Z[1-¢]
1 ¢(n)-1 .
x=—- Y m;-(1-¢) mit p{m;j, und jo € {0,1,...,9(n) — 1} minimal.
P Do ~~
m
YA
¢(n)—1
=y=1"% mj-(1-8) e ok
J=Jo
p 1=k
Lemma (9.5) = —— —— = cZ1-¢
i —gom ~ =g <20 =4
plk
(vel. (E38) = (1-§) | (1—¢*) in Z[1 - &]).
p .
= - c 7|1 — =0,...,0(n
gy €24 (J 9(n))
P
iy'i(l_C)jOJFl € Ok
~—_———
P(n)—1 o mj, o(n)-1 —(io+1)
= X omp (=g = e Y (1=
J=Jo J=Jo+1
m
Z[1-¢]
m i
:>1_C€ﬁ[{
.
:>NK/Q(1_joc)EZ
~————
 NgjaMj) o5 mh”
= = iptmj,
Ngo(1—0) p

= die Behauptung fiir n = p’.
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Einschub:
Sind K, L Zahlkorper, dann ist ihr Kompositum:

KL=K(L),
der kleinste Zahlkorper, der K und L enthilt. Es ist:
m
KL:{Zai.B,- |, €K, BieL, meNy}
i=0

Ubung:
Seienm = [K : Q], n=[L: Q] und es gelte [KL: Q] = m-nund es sei d := ggT (dg,d). Dann gilt:

1
ﬁKLC3'ﬁK-ﬁL

Insbesondere, falls d = 1 ist, so gilt:

OkL=0Ok-Op={) 0;-Bi| a; € Ok, Bi € Op, r € No}
i=0

Ein Beweis findet sich zum Beispiel im Buch ,,Algebraische Zahlentheorie“ von Neukirch, oder
auch im Buch ,, Number Fields“ von Marcus.

Fortsetzung des Beweises:
Allgemeiner Fall: n = p}" ----- pyr mit p; # p; Primzahlen, r € N.
Induktion nach r:

r=1: v
Induktionsschritt: Sei n = nj - ny, ggT(ny,ny) = 1, ny,n; # 1. Man erhilt:
G=¢Cn G=_n
K1 =Q(¢1) K, =Q(&)
Ok, =Z|[&i] Ok, = Z[5)] nach Induktionsvoraussetzung

Es gilt: { = {}" - §3? mit syny +sonp = 1 = ggT(ny,ny), (s1,52 € Z).

=K =Q(¢) =Q(&)Q(&) = KKz und Z(8) = Z(51) Z(&).

Da ggT(n,n2) =1 gilt (n) = @(n1) - (n2). Wie oben zeigt man, dass d; | n;p(
man die Ubung anwenden:

") Damit kann

mit Ubung Ok = Ok, Ok, = L[5 Z[5) = Z[C]

Satz 9.6 Sein =T]p"r die Primfaktorzerlegung von n. Fiir p € N Primzahl sei f,, € N minimal
P
mit:

p?=1 (mod i),

Vp

das heiBt f,, = ord(p) in (%/2)*.
Dann gilt in K = Q({):
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wobei pi,...,p,, C Ok verschiedene Primideale mit Trégheitsgrad: f(p;|p) = f) sind.
Fundamentale Gleichung:

(") fp-rp=@(n)
~——

Il
e(pilp)

Beweis: Ok = 7] = Wir konnen stets Satz (7.8) anwenden.
Zeige:

®,(X)  =(gi(X)2,(X)??") (mod p)
n-tes Kreisteilungs-
polynom

mit g; € Z/pz[X] irreduzibel, verschieden und Grad(g;) = f,.

Schreibe n = p"r - m mit p { m.

= @, (X) =[J(x-&"n),

kil

wobei £F die m-ten primitiven Einheitswurzeln durchliuft und i’ die p»-ten primitiven Einheits-
wurzeln.
Bemerke:

XP" —1=(X-1)"" (mod p)
= Ist p | pOk Primteiler in O, so gilt:
n'=1 (mod p)

= @,(X) =[1(X — £5)?"") = @,,(X)?" (mod p)
k

PIPELDE b (X) = @, (X)P" (mod p)

=& ptn

Fiir p { n gilt:

X" — 1 hat in k/p keine mehrfachen Nullstellen (fiir p | p), da die Ableitung n-X""! ist und
pin=pin.

Sei p, ={€*|a=0,...,n—1} C Ok die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln und 7 : Ox — /p
die kanonische Projektion.

Dann ist 7(u,) genau die Menge der Nullstellen von X" — 1 in Ck/p.

= n\un—> 7t(u,) ist bijektiv.

= Ok/p ist Korpererweiterung von [, welche die n-ten Einheitswurzeln enthilt.

Allgemein: Ist k/F, Kérpererweiterung, & € k primitive n-te Einheitswurzel

=ord(&) | |x*|=p'—1=n|p’—1=p'=1 (mod n)
I
n

Umgekehrt: Falls |k| = p* mit p* =1 (mod n) = 3 primitive n-te Einheitswurzel in x, da x*
zyklisch ist.
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= [/, ist genau der Zerféllungskorper von @,(X) mod p
Il
Py (X)
Sei @,(X) =g1(X)- - g-(X) mit g; irreduzibel und verschieden.
= gi(X) € F,[X] ist das Minimalpolynom von einer primitiven n-ten Einheitswurzel & € F op-
= Grad(g;) = p’r "

Korollar 9.7 1. Eine ungerade Primzahl p ist genau dann verzweigt in Q(&,), wenn p | n
gilt.
2. p=2verzweigt <= ggT(4,n) >4 (d.h.v,>2)
3. p#2voll zerlegt in Q(,) < p=1 (mod n)
Beweis: n =T p", pZ[{,)| = (p1----- p,) e
P
I. pln <  o@(p")# ¢(1) =1 fiir p ungerade
p ungerade

2. p=12:

e(2"Y=1, (2> =2,...

Falls v, < 1, so ist p = 2 unverzweigt, falls v, > 1, so ist p = 2 verzweigt.
3. voll zerlegt <= r, =¢(n) <= f,=1 < p=1 (mod n)

9.1 Das quadratische ReziprozitGtsgesetz
Definition 9.8 Sei p € N ungerade Primzahl. Fiir n € Z mit p { n, definiere das Legendre-Symbol:

(n) . { 1 falls n ist quadratischer Rest modulo p
p

1 iiber p*

—1 sonst

(n quadratischer Rest modulo p : <= Ja € (Z/pz)* : a> =n (mod p))

s Bemerkung e Das Legendre-Symbol ist multiplikativ:

() ()2

Satz 9.9 — Quadratisches Reziprozitéitsgesetz; GauB. Fiir ungerade Primzahlen p,q € N,
p #qgilt:

QEONEES

Zusatz:
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)1 p=+£1 (mod 8)
> (f’)_{l p==£3 (mod 8)

Satz 9.10 Sei n € Z quadratfrei und p € N ungerade. Dann gilt:

(E) =1 < pistvoll zerlegt in K := Q(+/n)
p

Beweis: p t|9k/z[y/n]|, da der Index maximal 2 ist.

X? —n mod p spaltet auf in (X —a)(X +a) in F,[X] < (%) =1 <= p voll zerlegt, d.h.

pOg =p1-pa. ]

g—1
2

Satz 9.11 Seien p,q ungerade Primzahlen, p # q. Sei ¢* := (—1)
Einheitswurzel. Es gilt:

-q und {, primitive g-te

p ist voll zerlegt in Q(+/q*) <= p zerfillt in Q({,) in eine gerade Anzahl an

verschiedenen Primidealen

Beweis: Wir wissen aus Aufgabe Q33: Q(1/q*) C Q(&,)

»=“  Sei p voll zerlegt in K := Q(\/q*), pOx = p; - p2 in K. Wir wissen: Q(&)/q ist galois
= Q(&)/k ist galois.

= G := Gal(Q(&)/Q) operiert transitiv auf den Primidealen iiber p.

Q. Q’l

P1 Pz"‘

p

Ist 6 € G = 0| € Gal(K/q). Sei also 6 € G mit 6(Q1) = Q}, wobei Qi | p; und Qf | p2. Dann

gilt: o(p;) = po . Daraus folgt, dass Primideale 9 | p; unter ¢ auf Primideale Q' = o(Q) | p»
N—— ~~

cr(Q”mK) D’IHHK

abgebildet werden.

= o liefert eine Bijektion zwischen

{Primideale von Q({,) tiber p; } <+ {Primideale von Q({,) iiber p, }
= Die Anzahl der Primideale in Q({,) iiber p ist gerade.

~<*  Angenommen, p zerfillt in eine gerade Anzahl r von Primidealen in Q({,).
Sei 9 C Z[{,] Primideal mit 9 | p.
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r=[G:Gql=] Zqg :Q]=[G:Gq|=ristgerade.
Il
Qg2

G ist zyklisch von Ordnung p — 1. Sei H C G mit Q(¢,)” = Q(v/¢*) = K. Da [K : Q] = 2 ist, folgt
daraus, dass [G : H] = 2 ist.

= |Gq| teilt |[H|. |G| =[G : H|-|H| =[G : Gq]-|Gq]
~—
|
2

Gzyklisch
MR G H

= Q(v/q%) C Za.

Erinerrung: f(Qz|p) = e(Qz|p) = 1, wobei Q7 = ZqNAQ.

Q(&)

= f(QNK|p) =e(QNK|p) =1=r=2,das heit pOx =p; -pr = pistvoll zerlegtin K. =

Beweis von Satz (9.9): (ohne Zusitze)

* p * 1
()= (2) @ =(-1)" )
p q
Es gilt:
(CL) =1 @ p voll zerlegt in Q(\/c?)
P
(9.11)

<= p zerfillt in Q({,) in eine gerade Anzahl an Primidealen.

mit p/» =1 (mod q) (f» minimal)
Also:

qg—1
rgerade <= f, | ——

[\

= p% =1 (mod q)

<:><;—’):1
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Fermalt’s letzter Satz

In diesem Abschnitt ist p € N ungerade Primzahl, K = Q({) C C mit { = e primitive p-te
Einheitswurzel und h = hg ist die Klassenzahl von K.

| Definition 9.12 p heiBt regulcir, falls p 4 h

Saiz 9.13 — Fermat’sche Vermutung; Fermat’s letzter Satz. Sei p ungerade, regulidre Prim-
zahl. Dann besitzt

xP 4 yP = P
keine nicht-trivialen ganzzahligen Losungen x,y,z € Z \ {0}.

m Bemerkung Sei G = Gal(K/q). Dann ist die komplexe Konjugation w — w ein Element von G.

Lemma 9.14 — Kummer. Sei u € Z[C]*, dann ist £ eine Einheitswurzel, das heift:
u k -
—==4( firke{0,...,p—1}
u
(De facto gilt: £ = £F)
Beweis: Es gilt:

=1

u

AuBerdem: Sei ¢ € G, dann ist o (%) = o(u), weil G abelsch ist.

=lo(2)

Also: Sei & := £, dann ist o ()| = 1 Vo € G.

Damit liegt & im Kern der Abbildung A aus Satz 6.2 und liegt somit in {gr). Wir haben schon
gesehen (in Korollar 9.2), dass dies genau die 2p-ten Einheitswurzeln sind und hieraus folgt die
Behauptung. "

- 1|23

o(

Beweis von Satz (9.13): Wir nehmen an, dass eine nicht-triviale Losung existiert:
gyl =2 %%,z 70

E: ggT(x,y,z)=1.

Fall 1: pix-y-z

Fall 2: p teilt genau eine der Zahlen x, y, z.
Beweis des ersten Falls:

p—1

zp:xp—i-yp:r!)(X—i-ij) (*)
=

wobei § = {,, primitive p-te Einheitswurzel ist.
1. (1—¢) ist Primideal und (1 —¢)P~! = (p)
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2. 1-C=u-(1 =)k fiirug € Z[L)* und k=1,...,p—1
Angenommen p | (x+&/y)und p | (x+&/'y) fiir 0 < j < j/ < p—1, wobei p C Z[{] Primideal ist,
p# (0).
= oy =+ Ty) = (Ey-(1-¢7)
¢ B (y-(1=8""))
2(-(1-9))

= pl(np)
da (1-0)[(p) ’

AuBerdem: Wegen (%) gilt p | (z)”.
Aber: ggT(yp,z) =1 4p = (1) einzige Moglichkeit

= Alle Faktoren rechts in (*) sind paarweise teilerfremd.

Eindeutigkeit der ; P . . N .
(x+’y) =a’ mit a; C Z[{] Ideal und «;, a; teilerfremd/koprim fiir i # j.
Primidealzerlegung J

p ist reguldr (p 1 hg(¢)) impliziert, da a‘;-’ Hauptideal ist, dass auch a; = (o;) ein Hauptideal ist.
Insbesondere: a; = () =: (&) ist ein Hauptideal, o € Z[{].

=af - u=x+¢y ueZgl”

p—2 .
Schreibe o = Y, m;{* mit m; € Z.
i=0

p—2 p—2
o’ =(Y m¢»=Y ml' - (¢(P) (modp
(;) ) ;’) (&) ( )
r|r|l|i |1|
p—2
=Y m; (mod p)
i=0

=a’=a” (mod p)

Aus Lemma (9.14) folgt, dass & = +¢* fiirein k € {0,...,p—1}.
Falls & = +&*, so gilt:

x+¢y=u-a? =& w-a’ =¢"-u-a” (mod p)

=" (w-ar)=C"(x+ Cy) (mod p)
CH"
=x+8y—Cx—¢ly=0 (mod p)
Genauso: Falls & = —( k. so gilt:

X+ Ly + L+ ly=0 (mod p)
.. P2 .
Ubung E34: p | ( aij) (aj€Z) <= pla;Vj
ZOHIS Bo frt
Eine kurze Fallunterscheidung fithrt zum Widerspruch, falls k # 1. Wir miissen also nur noch k = 1

betrachten:
xty+L{(y£x)=0 (mod p)
=plxty
=x=Fy (mod p)
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Fallsx+y =0 (mod p), so folgt, dass 27 =x” +y” = (x+y)? =0 (mod p) 4

Fallsx—y =0 (mod p), so folgt, dass x =y (mod p).

Genauso kann man folgern, da p ungerade ist, dass x = —z (mod p), indem man die urspriingliche
Gleichung umstellt zu:

(2 = ()
= 0=x"+y"+(—z)? =3x” (mod p)

= p=3oderp|x
~—

Wir miissen also nur noch den Fall p = 3 zum Widerspruch fiihren. Fiir p = 3 gilt:
C+y ==+ =72 (mod9)

Aber modulo 9 gilt:

P=1 22=-

#=1 5=-

P=1 8=-
= die linke Seite = 0,2, —2, wihrend die rechte Seite = +1 4
= Fall 1.
Fall 2:

p teilt genau eine der Zahlen x,y, z.
ExP+yP+z7=0und p|zaber pfx, pty.
Zerlege 7 in:

z=p o0 mitr>1, ptzo

Wir wissen: p =u- (1 —{)P~! fiir ein u € Z[{]*.

=P +yPu P (1= &) D 28 =0 (5%)
und pfx-y-zo=(1-C)fx-y-20
Mit dem folgenden Satz (9.15) folgt dann die Behauptung. "

Satz 9.15 Sei p > 3 regulidre Primzahl. Dann hat die Gleichung:
al +bP+€e-(1-8)P"-cP =0 (%% %)
mit € € Z[{]*, n € Nund mit (1 —{) ta-b-c, keine nicht-trivialen Losungen a,b,c € Z \ {0}.

Aus dem Satz folgt, dass (xx) keine Losungen hat und damit die Behauptung des Satzes (9.13).
Beweis: Aus () folgt die Gleichheit der Ideale

p—1

[[(a+¢-b)=(1-0)" (c)

=0
c#0=a+{/-b#£0
Esgilt: 1 - |a+{/-bfir j=0,...,p— 1 (vergleiche Ubung E38), denn:

a+¢/-b=a+b (mod (1-0))

1 — ¢ teilt mindestens einen der Faktoren } = 1= ¢ teilt alle Faktoren,
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Behauptung:

Es existiert ein jo € {0,...,p— 1} mit (1 —¢)*|a+ 7 -b

Beweis: Angenommen, a+ ¢/ -b#0 (mod (1—¢)?) V)
Sa+{b=a;-(1-¢) (mod (1-¢)%) mite;=0

Beobachtung:

ZI8)/(1-¢)* =2 (#)[X]/(1-x)

= Es gibt p verschiedene Moglichkeiten fiir a;, davon sind p — 1 Moglichkeiten # 0.
= Es existieren k,/ € {0,...,p—1},0<k <[ <p—1mit

a+Cb=a+¢b (mod (1—(;)2)
=>(1-¢p=0 (mod (1-¢)?)

Dal— ¢ =u (1) mitu_; € Z[{]*, folgt:

(1=8) b 4 Widerspruch zur Annahme

Also gibt es (genau ein) solches jj.

= die Behauptung des Satzes fiir n = 1.

Fiir n > 1, fiihre eine Induktion nach n € N durch.
~ Ersetze b durch (/0 - b = EBjj = 0, das heift:

a+b=0 (mod (1-¢)?) und a+¢&/-b#0 (mod (1-¢)*)firl<j<p—1

Wie im Fall 1 von Satz (9.13), (da waren alle (x+ § J. y) koprim), erhilt man:
gegT((a+ 7 -b),(a+ ¢/ b)) =a-(1—{), wobei a = (a,b).

=(a+¢/-b)=a-(1-0)-b)  firj=1,..,p—1
(a+b)=a-(1 _C)n-p—(p—l).[,g

mit 1 —{{bjfiralle j=0,...,p—1.

= bf . b;p ist ein gebrochenes Hauptideal fiir alle k und 4.

Insbesondere fiir £ = 0 folgt dann, da p regulir ist, dass by - b, l—, (Br) ein gebrochenes Hauptideal,
mit Bk S Q(C)X, ist.

= (a+C5b) (a+b) = (B)P-(1-8) 07

= Es existiert & € Z[{]* furk=1,...,p— 1, mit

atlo _ a&-pf
at+b  (1=¢)p0-1)

Schreibe By als By = ;‘—k mit xg, yx € Z[{].

k’
= (a+ b)) (1 =Py =g x - (a+b)

Damit folgt:
k=1: (1=8)P0=D . (a+&-b)-y' =g -2 - (a+b) M
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k=2: ( C)P( (a-{-gz b)-y5 =& (a+b) a1y
Berechne: (—1)- (y) - (ID) —y} - (1 + C )

= (1= D (yiy)P - § - (a+Db) =& - (x1y2)" - (a+b) - (1+ ) — & (xoy1)” - (a+Db)
= (a+b)- (&1 (x1y2)” '(1+C)—82'(X2Y1) )

Setze : & := (1+C) €Z[f]* und & := (ﬁg) € Z[g]"

= (x1y2)" + & (o)’ = &5 - (1 =)V (yiya)?

Wenn man nun &, los wird, so ist die Gleichung von der Form (xx %) aber mit n — 1 statt mit n und
die Behauptung folgt per Induktion nach n. Fiir diesen Schritt bendtigen wir das folgende Lemma.

Lemma 9.16 — Kummer’s Lemma. Sei p eine ungerade, reguldre Primzahl und u € Z[{,|*.
Angenommen, es existiert ein m € Z mit u =m (mod p).
Dann gibt es ein v € Z[{,]*, mit u = v*

Fortsetzung des Beweises von Satz (9.15):
Es ist eine Ubung zu zeigen, dass es ein m € Z gibt, mit & =m (mod p).

O _ ez

= (1132)” + (weayn)? €5 (1= 07D (=yiya)” =0

mitn— 1> 1, sowie 1 — { {x1y1, vxoy1, —yiy2

Indukf
nduktion e Behauptung des Satzes. "
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