Aufgabe 1

(a) Seien M, N nichtleere Mengen und A: M — N eine surjektive Abbil-
dung. Zeigen Sie, dass es eine injektive Abbildung B: N — M gibt mit
Ao B =1Idy. [10 Punkte]

(b) Geben Sie ein Beispiel fiir nichtleere Mengen M, N und eine surjektive
Abbildung A: M — N, so dass es keine Abbildung C': N — M gibt
mit C'o A = Idy. [4 Punkte]

(c¢) Sei M eine unendliche und N eine nichtleere Menge.
Zeigen Sie, dass M x N eine unendliche Menge ist. [6 Punkte]
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Aufgabe 2 Seia < bund f: [a,b] — [a,b] eine stetige Abbildung.
Ein z € [a,b] heifit Fizpunkt von f, wenn f(z) = .

(a) Zeigen Sie, dass es eine monoton wachsende Folge (a,) und eine mono-
ton fallende Folge (b,) in [a, b] gibt, so dass fiir alle n € N gilt

e f(a,) > a, und f(b,) < by.
o b, —a,=(3)"(b—a).

[5 Punkte]
(b) Folgern Sie, dass die Folge (a,) gegen einen Fixpunkt z € [a,b] von f
konvergiert.
[5 Punkte]
(c) Benutzen Sie die in (a) konstruierten Folgen, um ein z € [0, 1] zu finden
mit
m—x3—§$2+ix+E
N 4 167 64°
Erklaren Sie Thr Vorgehen! [5 Punkte]

(d) Geben Sie ein Beispiel einer Abbildung f: [0,1] — [0, 1], die keinen
Fixpunkt x € [0, 1] besitzt. [5 Punkte]
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Aufgabe 3 Fiir a,b € R, a < b definiere
la,b] =={z € R:a <x <D}

Sei f: [a,b[— R eine differenzierbare Funktion. Betrachten Sie die folgenden
fiinf moglichen Figenschaften von f.

(a) Fir alle x € [a, b[ gilt f'(z) > 0.
(b) f ist streng monoton wachsend.

(c) f ist nach unten beschrénkt,
d.h. es existiert ein v € R mit u < f(x) fiir alle x € [a, b].

(d) f ist stetig.
(e) f ist monoton wachsend.

Tragen Sie in die folgende Tabelle ein, ob jedes differenzierbare f mit der
Eigenschaft, die die jeweilige Zeile markiert, die Eigenschaft, die die jeweilige
Spalte markiert, besitzt. Schreiben Sie w fiir wahr oder f fiir falsch in die
entsprechenden Tabellenpositionen.

= (a) = () |[=(c) |=() |= (e
(a) = w
(b) = w
(c) = w
d) = w
(e) = w

[1 Punkt fiir jede korrekte Antwort]
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Aufgabe 4 Sei a > 0 und f: [0,00) — R gegeben durch

2+ —+/axr wenn x > 0,
fla) = { 0

wenn x = 0.

(a) Zeigen Sie, dass f stetig ist. [2 Punkte]
(b) Zeigen Sie, dass f in x > 0 differenzierbar ist und berechnen Sie f'(x).
[3 Punkte]

(c) Finden Sie fiir jedes b > 0, alle Maximierer von f auf [0, b].
Begriinden Sie Ihre Aussage! [6 Punkte]

(d) Folgern sie aus (c), dass fiir a,b > 0 die Ungleichung zwischen dem
geometrischen und harmonischen Mittel

9
Vab >

Iy

=

gilt. [3 Punkte]

(e) Geben Sie fiir die untenstehenden Integrale jeweils an, fiir welche abge-
schlossenen Intervalle [a,b] mit a,b € R, a < b der Integrand Riemann-
integrierbar ist, und berechnen Sie den Wert des Integrals in Abhéngig-
keit von a und b.
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Aufgabe 5 Betrachten Sie den von den Folgen
vy =(1,2,1,2,...),vo=(1,1,1,1,...),v3 = (1,2,3,3,1,2,3,3,...),
vy =(1,2,3,1,2,3,...)
aufgespannten Teilraum V' des Vektorraums ¢*° aller beschriankten Folgen.

(a) Zeigen Sie, dass die Vektoren vy, vs,v3,v4 € V linear unabhéngig und
somit eine Basis von V sind. [4 Punkte]

(b) Sei v ein beliebiger Vektor in V.
Beweisen Sie, dass vq, vg, v3, V4, U5 linear abhéngig sind. [3 Punkte]

(c) Betrachten Sie die durch die Matrix

— O =
O = O =
—_ o O -
__— 0 O

beziiglich der Basis vy, vs,v3,v4 dargestellte Abbildung A: V. — V.
Berechnen Sie die Folgen

A((1,1,1,..)),A((2,1,2,1,...)),A((0,0,2,1,0,0,2,1,...)).
[3 Punkte]

(d) Finden Sie heraus, ob die Vektoren A(vy), A(ve), A(vs), A(vy) linear
abhéngig sind. Ist A: V — V injektiv, surjektiv, oder bijektiv?

Begriinden Sie Thre Antworten. [6 Punkte]

(e) Finden Sie alle Folgen v € V mit A(v) = (0,2,2,3,0,2,2,3,...).
Erkldaren Sie den Losungsweg. [4 Punkte]
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