2. Die reellen Zahlen

Wir wollen in dieser Vorlesung auch die reellen Zahlen als gegeben an-
nehmen. Sie werden durch drei Klassen von Axiomen charakterisiert:

e Koperaxiome
e Anordnungsaxiome
e Vollstandigkeitsaxiom

Diese Axiome sind im Prinzip die Rechenregeln, mit denen wir arbeiten. Wir
werden die Menge der reellen Zahlen mit dem Symbol R bezeichnen.

2.1 Korperaxiome
Eine Menge K ist ein Kdrper wenn es zwei Abbildungen

Plus: K x K — K, (x,y) — = + v,

Mal: K x K — K, (z,y) — v,

gibt, die folgenden Axiomen geniigen:
Additionsaxiome
o Assoziativgesetz: Va,y,z € K:z+ (y+ 2) = (x + y) + 2.
e Kommutativgesetz: Vx,y € K: x+y =1y + x.
e Existenz der Null: 30 € KVxr € K: 2z + 0 = «.
e Existenz des Negativen: Ve € K3—z € K: 2 + (—z) = 0.
Multiplikationsaxiome
o Assoziativgesetz: Va,y,z € K: z(yz) = (xy)z.
e Kommutativgesetz: Vo,y € K: zy = yx.
e Existenz der Eins: 31 € K, 1 #0,Vx € K: lx = x.

e Existenz des Inversen: Vo € K, 2 # 03z ' € K: zz™! = 1.
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Distributivgesetz
o Vr,y,z€ K:z(y+2) =zy+ 2.

Beispiele: Die Menge der reellen Zahlen R, die Menge der rationalen
Zahlen Q und die Menge der komplexen Zahlen C bilden mit der jeweils
iiblichen Addition und Multiplikation einen Korper. Ein weiteres Beispiel ist
Ky = {0,1} mit den Rechenregeln 0+0 =0,0+1=1+0=1,1+1 =
0,00 =0,01 =10 = 0,11 = 1. Die Korperaxiome alleine geniigen also nicht,
um die reellen Zahlen zu charakterisieren.

Wenn a,b € K schreiben wir a — b fiir a + (—b).
Satz 1.1 Fiir jeden Koérper K gilt:
(a) Es gibt genau eine Null.
(b) Zu jedem x € K gibt es genau ein —z € K.
(c) Es gilt —0=0.
(d) Die Gleichung a + = = b hat genau eine Losung, ndmlich x = b — a.

e) Fiir jedes z € K gilt —(—z) = x.

)
)
)
)
(e)
(f)

f) Fiir jedes z,y € K gilt —(z +y) = (—x) + (—y).

Beweis:



Satz 1.2 Fiir jeden Koérper K gilt:
(a) Es gibt genau eine Eins.
(b) Zu jedem x # 0 gibt es genau ein 27! € K.
(
(d

c¢) Die Gleichung ax = b hat genau eine Losung, ndmlich x = a~'b.
Fiir alle z € K gilt 20 = 0.

e) Firz,y € K gilt 2y =0 =2 =0 oder y = 0.

)
)
)
)
(e)
(f) Fiir jedes z,y € R gilt —(zy) = (—2)y und zy = (—z)(—y).
(g) Fiir alle z # 0 gilt (z71)7! = z.
(h) Fiir alle z # 0,y # 0 gilt (xy)~! = 271y~ L.
Wenn a,b € K schreiben wir 2 fiir a='b wenn a # 0.

Beweis:



Satz 1.3 (Potenzen) Fiir jedes z € K und n € N gibt es eine Zahl
2" € K mit den Eigenschaften

(i) 2t ==
(i) Vk,m € N: aFg™ = ghtm

(iii) Vz,y € K: (2™)(y™) = (ay)™.

Bewelis:



2.2 Anordnungsaxiome

Der Korper K heifit angeordnet, wenn es eine Relation R C K x K mit den
untenstehenden Eigenschaften gibt. Der besseren Lesbarkeit halber schreiben
wir x >y wenn (z,y) € R.

o Additivitit: Va,y,ze K:z>y=c+2>y+=z2
e Abgeschlossenheit: Vo > 0,y > 0 folgt + +y > 0 und zy > 0

e Trichotomie: Vz,y € K gilt genau eine der drei Beziehungen
rT>Yy, r=yY,Yy>z

Wir schreiben x < y gleichbedeutend fiir y > x, x < y gleichbedeutend fiir
—(z > y) und = > y gleichbedeutend fiir —(z < y).

Satz 2.1 Fiir jeden angeordneten Korper K gilt:
(a) Vx € K gilt x < 0 genau dann wenn —z > 0.
(b) Transitivitit: Va,y,z € K: x> y,y >z = x > 2.
(c) Vw,z,y,z€e K:w>x,y>z=>w+y>x+ 2.
(

d) Va,z,y e K: x> y,a > 0= ar > ay.

fyVee K,z #0= 22> 0.

)
)
)
)
(e) Va,z,y € K:x >y,a <0 = axr < ay.
(f)
g) Ist z >y > 0, so folgt auch y=' > 27! > 0.
)

(
(h) Es gilt 1 > 0.

Beweis:



Satz 2.2 Fiir jeden angeordneten Korper K gibt es eine injektive Abbil-
dung I: NU {0} — K mit

e 1(0)=0,1I(1) =1,
e Vn,m € Ngilt I(n+m)=1(n)+ I(m)und I(nm) = I(n)I(m)

o I(n) > I(m) falls n > m.

Beweis:



Wir diirfen damit I(n) mit n identifizieren und sagen, dass die natiirlichen
Zahlen in den angeordneten Korper K eingebettet sind. Ab sofort betrachten
wir also N als Teilmenge von K.

Wir definieren eine Abbildung
Betrag: K — K,z — ||
durch
|x|:{x wenn x > 0,
z wenn x < 0.
Satz 2.3 Fiir jeden angeordneten Koérper K gilt:
(a) Es gilt |x| > 0 und |z| = 0 genau dann wenn x = 0.
(b) | — x| = |z| fiir alle z € K.
(¢) Vo,y € K: |zy| =[] |y
(d) Dreiecksungleichung: Va,y € K: |z + y| < |z| + |y|.

Beweis:



Ein angeordneter Kérper K heifit archimedisch angeordnet, wenn fiir alle
x,y > 0 eine natiirliche Zahl n € K existiert mit nx > y.

Satz 2.4 Fiir jeden archimedisch angeordneten Korper K gilt:
Zu jedem x € K gibt es ein n € N mit n > x, zu jedem € > 0 gibt es ein
n € N mit % < €.

Bewelis:



Satz 2.5 (Bernoullische Ungleichung) Sei z > —1. Dann gilt
(1+2)">1+4+nx fiirallen e N.

Beweis:

Satz 2.6 Sei b > 1. Dann gibt es zu jedem z € K ein n € N mit " > .

Beweis:



2.3 Folgen und Grenzwerte

Eine Folge in K ist eine Abbildung
a:N— K.nw— a,.
Man schreibt auch (ay,)nen oder (a,) oder (ay,as,as,...).

Bespiele:

e a, = a fiir alle n € N ergibt die konstante Folge (a,a,a,...).
°® a, = % ergibt (1, %, %, i, c).

e a, = (—1)"ergibt (—1,1,—1,1,—1,...).

® a, = ' ergibt (%, %, %, %, c).

e ap=1,ay =1 und a, = a,_1 + a,_» fiir alle n > 2 ergibt die Fibonac-
cifolge (1,2,3,5,8,13,21,...).

Eine Folge (a,)nen in einem geordneten Korper K heifit konvergent gegen
a € K, wenn Ve > 04N € N mit

la, —a| < e fur alle n > N.
Kommentare:

e Um Konvergenz (nach der Definition) zu zeigen, muss man also fiir
jedes € > 0 ein geeignetes N finden, so dass |a, —a| < € fiir alle n > N.
Der Wert a heifit in diesem Fall Grenzwert oder Limes der Folge.

e Ist (a,) konvergent gegen a, so ist auch jede Folge, bei der hochstens
endlich viele Glieder von (a,) verschieden sind, konvergent gegen a.

e Eine Folge, die gegen kein Element a € K konvergiert , heifit divergent.

Bespiele:

e a, = a fiir alle n € N konvergiert gegen a.

Fiir jedes € > 0 kann man N = 1 wahlen und es gilt

la, —a] =0 < € fiir alle n > N.

e a, = % konvergiert gegen 0.
Fiir jedes € > 0 kann man nach Satz 2.4 ein N wéhlen mit % < €. Dann
gilt

1
la, — 0] = <N<efiirallen2]\f.

SEES
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e a, = (—1)" divergiert.

Angenommen es konvergiere gegen a. Dann gibt es ein N mit |a, —a| <
1 fiir all n > N. Insbesondere ist |1 —a| < 1 und | — 1 — a| < 1. Nach
der Dreiecksungleichung folgt 2 = |1 —(—=1)| = [(1 —a) + (a — (—1))| <
1 —al+]a—(=1)] =|1 —a|] +|1+a| <2, ein Widerspruch.

e a, = ;17 konvergiert gegen eins, da la, — 1| = n+r1 und nach Satz 2.4
existiert zu jedem € > 0 ein N mit % < € so dass n%l < € fiir alle
n>N.

Eine Folge (a,,) heifit

e nach oben beschrdnkt, wenn es M € K gibt mit a,, < M fiir alle n € N,
e nach unten beschrinkt, wenn es M € K gibt mit a,, > M fiir allen € N,
e beschrdinkt, wenn es M € K gibt mit |a,| < M fiir alle n € N.

Eine Folge ist genau dann nach oben und unten beschrinkt, wenn sie be-
schrankt ist. Beweis, sieche Ubungsaufgabe.

Satz 3.1 Jede konvergente Folge ist beschrankt.

Beweis:

Bespiele:

e a, = (—1)" ist beschriankt und divergiert, die Umkehrung des Satzes
glit also nicht.

e Die Fibonaccifolge (1,2,3,5,8,13,21,...) ist unbeschrankt und diver-
giert deshalb.
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Satz 3.2 Jede konvergente Folge hat einen eindeutigen Grenzwert.

Beweis:

Wir beschreiben Konvergenz der Folge (a,) gegen a durch die Formel

lim a, = a.
n—o0

Satz 3.3 (Algebra von Grenzwerten)
Sind (a,,), (b,) konvergente Folgen mit lim a, = a, bzw. lim b, = b.

n—o0 n—0o0

a) (a, + by) konvergiert gegen a + b.

)

b) (a, — b,) konvergiert gegen a — b.

(¢) (anb,) konvergiert gegen ab.

(d) Wenn b # 0, so konvergiert (3*) gegen 7.
Beweis:
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Satz 3.4 Sind (a,), (b,) konvergente Folgen mit lim a, = a, bzw.
n—oo
lim b, = b und a, < b, so gilt a < b.

n—oo

Bemerkung: Wenn a,, < b,, so folgt nicht a < b!

Beweis:
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2.4 Vollstindigkeitsaxiom

Eine Folge (a,) im angeordneten Korper K heif3t

e Cauchyfolge, wenn Ve > 03N € N mit

la, — an,| < € fir alle n,m > N.

e konvergent gegen a € K, wenn Ve > 0dN € N mit

la,, — a| < € fur alle n > N.

Satz 4.1 Jede konvergente Folge ist auch eine Cauchyfolge.

Bewelis:

Die Giiltigkeit der Umkehrung in Satz 4.1. ist das letzte fehlende Axiom,
das zur Charakterisierung der reellen Zahlen noch fehlt. Ein archimedisch
angeordneter Korper K heifit vollstindig, wenn fiir jede Cauchyfolge (a,,) in
K ein a € K existiert, so dass (a,) gegen a konvergiert.

Vereinbarung: Wir nehmen an, dass ein archimedisch angeordneter,
vollstandiger Korper existiert, den wir die Menge der reellen Zahlen nennen
und mit dem Symbol R bezeichnen.

Eine Folge heifit monoton wachsend wenn a,, < a,,, fir alle n € N.

Satz 4.2 Jede monoton wachsende und nach oben beschrénkte Folge ist
eine Cauchyfolge.

Bewelis:
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Wir zeigen nun, dass in den reellen Zahlen, anders als etwa in den ratio-
nalen Zahlen, der Begriff der Quadratwurzel definiert werden kann.

Satz 4.3 Sei a > 0. Die Folge (z,), die durch 2y > 0 beliebig und

1 a
o 5 T, + ZE_

definiert ist, konvergiert gegen die eindeutige positive Losung x der Gleichung
r? = a. Diese wird mit y/a bezeichnet.

Beweis:
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