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Definition 1. Ein Mengensystem B heißt schnittstabil, wenn aus A,B ∈ B folgt, dass
A ∩B ∈ B.

Definition 2. Ein Mengensystem D aus Teilmengen von Ω ist ein Dynkinsystem,
wenn gilt

• Ω ∈ D;

• sind A,B ∈ D und A ⊆ B, so ist B \ A ∈ D;

• wenn An ∈ D und An ↑ A, so ist A ∈ D.

Aufgabe 1.1. (5 Punkte)
Ein Mengensystem A aus Teilmengen von Ω ist genau dann eine σ-Algebra, wenn A
ein schnittstabiles Dynkinsystem ist.

Aufgabe 1.2. (Dynkin’s Lemma) (5 Punkte)
Ist B ein schnittstabiles Mengensystem aus Teilmengen von Ω, so enthält jedes Dyn-
kinsystem, das B enthält, auch die von B erzeugte σ-Algebra.

Aufgabe 1.3. (4 Punkte)
Sei Ω = {a, b, c, d}, A = P(Ω) und C =

󰀋
{a, b}, {c, d}, {a, c}, {b, d}

󰀌
. Sei P ein

Wahrscheinlichkeitsmaß, das allen Elementen von Ω die gleiche Wahrscheinlichkeit
zuordnet und sei Q das Wahrscheinlichkeitsmaß 1

2
(δa + δd) (wobei δx das Punktmaß

in x).

a) Zeigen Sie, dass σ(C) = A und dass P und Q auf C übereinstimmen.

b) Zeigen Sie, dass {A ∈ A : P (A) = Q(A)} keine σ-Algebra ist.

c) Zeigen Sie, dass aus b) folgt, dass C nicht schnittstabil ist.

Aufgabe 1.4. (6 Punkte)
Sei (En)n∈N eine Folge von Ereignissen auf (Ω,A, P ). Definiere

lim sup
n→∞

En :=
󰁟

k∈N

󰁞

n≥k

En und lim inf
n→∞

En :=
󰁞

k∈N

󰁟

n≥k

En.

a) Beweisen Sie das Lemma von Fatou

lim inf
n→∞

P (En) ≥ P (lim inf
n→∞

En).

b) Zeigen Sie, dass aus

(i) lim
n→∞

P (En) = 0, (ii)
󰁛

n∈N

P (En ∩ Ec
n+1) < ∞

folgt P (lim supn→∞ En) = 0.
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