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Definition 1. Ein Mengensystem B heifst schnittstabil, wenn aus A, B € B folgt, dass
ANBeB.

Definition 2. Ein Mengensystem D aus Teilmengen von €) ist ein Dynkinsystem,
wenn gilt

e ) eD;
e sind A,BeDund AC B,soist B\ A€ D;
e wenn A, € Dund A, T A, soist A€ D.

Aufgabe 1.1. (5 Punkte)
Ein Mengensystem A aus Teilmengen von €2 ist genau dann eine o-Algebra, wenn A
ein schnittstabiles Dynkinsystem ist.

Aufgabe 1.2. (Dynkin’s Lemma) (5 Punkte)
Ist B ein schnittstabiles Mengensystem aus Teilmengen von €2, so enthélt jedes Dyn-
kinsystem, das B enthélt, auch die von B erzeugte o-Algebra.

Aufgabe 1.3. (4 Punkte)

Sei @ = {a,b,c,d}, A = P(Q) und C = {{a,b},{c,d}, {a,c},{b,d}}. Sei P ein
Wahrscheinlichkeitsmaf, das allen Elementen von 2 die gleiche Wahrscheinlichkeit
zuordnet und sei @ das Wahrscheinlichkeitsmaf (6, 4 d4) (wobei 8, das Punktmaf
in ).

a) Zeigen Sie, dass 0(C) = A und dass P und @ auf C iibereinstimmen.
b) Zeigen Sie, dass {A € A: P(A) = Q(A)} keine o-Algebra ist.

¢) Zeigen Sie, dass aus b) folgt, dass C nicht schnittstabil ist.

Aufgabe 1.4. (6 Punkte)
Sei (Ey,)nen eine Folge von Ereignissen auf (€2, A, P). Definiere

limsup F,, := ﬂ U E, und liminfFE, = U ﬂ E,.
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N0 keN n>k keN n>k

a) Beweisen Sie das Lemma von Fatou

liminf P(E,) > P(liminf £,).

n—oo n—oo
b) Zeigen Sie, dass aus

(i) lim P(E,) =0, (i) Y P(E,NE;,,) <o
neN

folgt P(limsup,,_,., E,) = 0.
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