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Lemma 1.3. Sei Ay eine Algebra auf Q und Py: Ay — [0, 00] mit Py(0) = 0. Eine
Menge A € Ay heifst Py-messbar, wenn fir alle B € Ay gilt

Py(ANB) + Py(A°N B) = Py(B).
Dann ist das Mengensystem Ay der Py-messbaren Mengen eine Algebra und Py erfillt
P0< JAen B)) =Y " P(An B),
k=1 k=1

wenn Ay, ..., A, € Ay paarweise disjunkt sind und B € Ay.

Aufgabe 2.1. (5 Punkte)
Beweisen Sie Lemma 1.3 durch die folgenden Schritte:

i) Seien A;, Ay Py-messbare Mengen, dann ist A; N Ay auch Py-messbar.
i) Zeigen Sie mit Hilfe von i), dass A; eine Algebra ist.

iii) Ergéanzen Sie den Beweis, indem Sie die letzte Aussage des Lemmas beweisen.

Definition. Fine Abbildung P: Ay — [0, 00| heifst dusseres Mafs, wenn gilt
e P(0) =0,
e wenn Ay C Ay in Ay liegen, so gilt P(A;) < P(Ay);

o wenn Ay, As, ... in Ay liegen, so gilt
P(UAk> < ZP(Ak)-
k=1 k=1

Lemma 1.4 (Carathéodory’s Lemma). Sei P ein dusseres Mafi auf dem messbaren
Raum (Q, A). Dann bilden die P-messbaren Mengen eine o-Algebra A" auf der P
o-additiv ist, so dass P sogar ein Maf auf (2, A") ist.

Aufgabe 2.2. (5 Punkte)
Beweisen Sie Lemma 1.4 mit Hilfe von Lemma 1.3.

Aufgabe 2.3. (5 Punkte)
Fiir die umseitig stehenden Mengensysteme von Teilmengen von R bestimmen Sie,
ob es sich um

i) einen Erzeuger der Borel o-Algebra,
ii) ein schnittstabiles Mengensystem,

iii) eine Algebra handelt.
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Die Mengensysteme sind

a) P={{z}: z e R} U {0},

b) F ={A CR: A endlich oder A° endlich},
c) H={(—o0,z]: x € R}.

Aufgabe 2.4. (5 Punkte)
Sei V' C N. Wir sagen, dass V' Cesaro-Maf v(V') hat und schreiben V' € CES, wenn

'7(V) = lim #(Vﬂ{1a273,...,n})

n—o00 n

existiert. Geben Sie ein Beispiel fiir Mengen A, B € CES, fiir die AN B ¢ CES.
Somit ist CES keine Algebra.
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