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Aufgabe 3.1. (4 Punkte)
Seien X1, X2 unabhängig uniformverteilte Punkte im Interval (0, 1). Diese Punkte
brechen das Interval in drei Teilintervalle mit Längen Y1, Y2, Y3.

a) Beschreiben Sie einen geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P ) auf dem die
Zufallsvariablen Y1, Y2, Y3 : Ω → (0, 1) erklärt werden können.

b) Finden Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein Dreieck mit Seitenlängen Y1, Y2, Y3

existiert.

Lemma 1.7 (Doppelfolgenlemma). Sei (ak,n : k, n ∈ N) eine Doppelfolge mit Werten
in [0,∞], so dass für jedes feste k die Folge (ak,n : n ∈ N) und für jedes feste n die
Folge (ak,n : k ∈ N) monoton wachsend ist. Dann gilt
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und alle involvierten Limiten sind monoton.

Aufgabe 3.2. (5 Punkte)
Beweisen Sie Lemma 1.7.

Aufgabe 3.3. (5 Punkte)
Sei (Ω,A, P ) =


(0, 1),B, µ


wobei µ das Lebesguemaß und B die Borelsche σ-Algebra

sind. Finden Sie die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen
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wobei λ ein positiver Parameter ist.

Aufgabe 3.4. (6 Punkte)
Sei Ω eine nichtleere Menge und seien X : Ω → R und Y : Ω → R zwei Funktionen.
Die von X erzeugte σ-Algebra ist definiert als σ(X) := {X−1(B) : B ∈ B}, wobei B
die Borelsche σ-Algebra auf R ist. Beweisen Sie dass:

Y ist σ(X)-messbar ⇔ ∃ eine messbare Funktion f : R → R mit Y = f ◦X.

Der Beweis kann in 5 Schritten erfolgen:

i) Zeigen Sie, dass ⇐ gilt.

ii) Zeigen Sie, dass ⇒ für Y = 1A gilt, wobei A ∈ σ(X).

iii) Zeigen Sie, dass ⇒ für Y =
n

i=1 ci1Ai
gilt, wobei n ∈ N, Ai ∈ σ(X) und ci ∈ R.

iv) Zeigen Sie, dass ⇒ für Y ≥ 0 gilt.

v) Zeigen Sie, dass ⇒ für alle σ(X)-messbaren Y gilt.
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