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Aufgabe 4.1. (6 Punkte)

a) Sei f: [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion auf dem kompakten Interval
[a,b]. Zeigen Sie, dass f integrierbar auf (2, B, P) ist und

/abf(w)dxz/fdP,

wobei Q) = [a, b], B die Borelsche o-Algebra und P das Lebesguemaf auf [a, 0] ist.

b) Ist X: (92, A, P) — [0, o0] integrierbar, so gilt

/XdP _ /Ooo P{w: X(w) > 2}) dz.

wobei das Integral auf der rechten Seite ein uneigentliches Riemann-Integral ist.

Aufgabe 4.2. (Scheffé’s Lemma) (4 Punkte)
Seien X,,, X integrierbare, nichtnegative Funktionen auf (92, .4, P), so dass X,, — X.
Zeigen Sie, dass

/ | X;, — X|dP — 0 genau dann, wenn lim [ X, dP = /XdP.

n—oo

Aufgabe 4.3. (6 Punkte)

Sei € die Menge aller reellwertigen Folgen und A, die von den Mengen {(wn): wy €
Bi,...,wy € By}, fiir By, ..., By € B(R), erzeugte o-Algebra. Die Elemente von Ay,
kénnen geschrieben werden als

Ak: = {(wn) (wla s ,Wk;) S Bk}?
fiir By € B(R*). Auf der Algebra Ay := |J, A definieren wir Py: Ay — [0, 1] durch
Po({(wn): (w1,...,wk) € By}) = PL® -+~ ® Pr(By).

Zeigen Sie: Ist (H,) eine fallende Folge von Mengen in .4, und existiert € > 0 so, dass
Py(H,) > e fiir alle n, so ist N, H, # 0.

Aufgabe 4.4. (4 Punkte)
Seien X7, X5, ... unabhéngige Zufallsvariablen, so dass

v - n? —1 mit Wahrscheinlichkeit n =2
S | mit Wahrscheinlichkeit 1 — n=2,

und S, = X; + Xo + - + X,,. Zeigen Sie, dass ES,, = 0 aber % — —1 fast sicher.
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