Prof. Dr. P. Morters WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE [
Dr. P. Gracar Ubung 5 SOSE2018

Aufgabe 5.1. (4 Punkte)

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Zwei o-Algebren G, H C A heifsen unab-
héngig, wenn alle Paare von Ereignissen G € G, H € ‘H unabhéngig sind. Zeigen Sie,
dass G und ‘H genau dann unabhéngig sind, wenn

P(INnJ)=PI)P(J), firallele€Z Je J,
fiir schnittstabile Erzeuger Z von G und J von H.

Aufgabe 5.2. (6 Punkte)
Sei X1, Xs, ... eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen auf (2, A, P). Sei 7, die
von X, 11, Xp49,... erzeugte o-Algebra. Definiere

T::ﬂ'ﬁl.

a) Welche der folgenden Ereignisse liegen immer in 77

i) {lim,,_, X, existiert},
ii) {d 7, X} konvergiert},
i) {225 X < 1},
iv) {limsup, . = > 5 X < 1}
b) (Kolmogorovs 0-1 Gesetz)
Zeigen Sie, dass fiir jedes Ereignis £ € T entweder P(E) =0 oder P(E) = 1.

Aufgabe 5.3. (5 Punkte)
Sei X : Q — (0,1) eine uniform verteilte Zufallsvariable. Definiere X,, : Q@ — {0,1}
durch

x {O wenn |2"X | gerade ist,

1 wenn |2"X | ungerade ist,

wobei |a| der ganzzahlige Anteil von a ist. Zeigen Sie, dass X7, X, ... eine unabhén-
gige Folge von Bernoulli(%) verteilten Zufallsvariablen ist.

Aufgabe 5.4. (5 Punkte)
Sei X, X5 ... eine Folge von Zufallsvariablen, so dass

lim sup E[(X, — X,,)?] =0.

k—o0 nm>k
Zeigen Sie, dass eine quadratisch integrierbare Zufallsvariable X existiert mit

lim E[(X, — X)} =0.

n—oo
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