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Aufgabe 5.1. (4 Punkte)
Sei (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Zwei σ-Algebren G,H ⊆ A heißen unab-
hängig, wenn alle Paare von Ereignissen G ∈ G, H ∈ H unabhängig sind. Zeigen Sie,
dass G und H genau dann unabhängig sind, wenn

P (I ∩ J) = P (I)P (J), für alle I ∈ I, J ∈ J ,

für schnittstabile Erzeuger I von G und J von H.

Aufgabe 5.2. (6 Punkte)
Sei X1, X2, . . . eine Folge von unabhängigen Zufallsvariablen auf (Ω,A, P ). Sei Tn die
von Xn+1, Xn+2, . . . erzeugte σ-Algebra. Definiere

T :=


n

Tn.

a) Welche der folgenden Ereignisse liegen immer in T ?

i) {limn→∞ Xn existiert},
ii) {

∞
k=1 Xk konvergiert},

iii) {
∞

k=1 Xk ≤ 1},
iv) {lim supn→∞

1
n

n
k=1 Xk ≤ 1}.

b) (Kolmogorovs 0-1 Gesetz)

Zeigen Sie, dass für jedes Ereignis E ∈ T entweder P (E) = 0 oder P (E) = 1.

Aufgabe 5.3. (5 Punkte)
Sei X : Ω → (0, 1) eine uniform verteilte Zufallsvariable. Definiere Xn : Ω → {0, 1}
durch

Xn =


0 wenn ⌊2nX⌋ gerade ist,
1 wenn ⌊2nX⌋ ungerade ist,

wobei ⌊a⌋ der ganzzahlige Anteil von a ist. Zeigen Sie, dass X1, X2, . . . eine unabhän-
gige Folge von Bernoulli(1

2
) verteilten Zufallsvariablen ist.

Aufgabe 5.4. (5 Punkte)
Sei X1, X2 . . . eine Folge von Zufallsvariablen, so dass

lim
k→∞

sup
n,m≥k

E[(Xn −Xm)
2] = 0.

Zeigen Sie, dass eine quadratisch integrierbare Zufallsvariable X existiert mit

lim
n→∞

E[(Xn −X)2] = 0.
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