
Prof. Dr. P. Mörters
Dr. P. Gracar Übung 6

Wahrscheinlichkeitstheorie I
SoSe2018

Aufgabe 6.1. (5 Punkte)
Sei (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und F ⊆ A eine σ-Algebra. Sei X quadra-
tisch integrierbar und Y := E[X | F ]. Zeigen Sie, dass wenn E[X2] = E[Y 2], dann gilt
X = Y fast sicher.

Aufgabe 6.2. (6 Punkte)
Sei (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und F ⊆ A eine σ-Algebra. Beweisen Sie
die folgenden Vertauschungssätze für die bedingte Erwartung.

Monotone Konvergenz Wenn 0 ≤ Xn ↑ X, so folgt

E[Xn|F ] ↑ E[X|F ] fast sicher.

Lemma von Fatou Wenn 0 ≤ Xn integrierbar ist, so gilt

E[lim inf
n→∞

Xn | F ] ≤ lim inf
n→∞

E[Xn | F ] fast sicher.

Dominierte Konvergenz Existiert eine integrierbare Zufallsvariable Z mit |Xn| ≤
Z für alle n, und gilt Xn → X fast sicher, so folgt

E[Xn|F ] → E[X|F ] fast sicher.

Aufgabe 6.3. (5 Punkte)
Sei (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X, Y zwei integrierbare Zufallsvaria-
blen. Zeigen Sie, dass wenn E[X | σ(Y )] = Y und E[Y | σ(X)] = X, dann gilt X = Y
fast sicher.
Hinweis: Betrachten Sie E[X1{Y≤c}] und E[Y 1{X≤c}] für c ∈ R.

Aufgabe 6.4. (4 Punkte)
Sei Ω = {−1, 0, 1}, A = P(Ω) und P ({−1}) = P ({0}) = P ({1}) = 1/3. Betrachten
Sie die σ-Algebren

F = {∅, {−1}, {0, 1}, {−1, 0, 1}} und G = {∅, {−1, 0}, {1}, {−1, 0, 1}}.

Sei X : Ω → R, X(ω) = ω. Berechnen Sie

E[E[X | F ] | G] und E[E[X | G] | F ].
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