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Aufgabe 7.1. (4 Punkte)

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, F C A eine o-Algebra und X : Q — X ei-
ne Zufallsvariable, die Werte in einer abzidhlbaren Menge X = {z1, 25, ... } annimmt.
Zeigen Sie, dass es eine Abbildung Pr: P(X) x 2 — [0, 1] gibt mit

i) fiir jedes w € Q ist Pr(-,w) ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf P(X) und
ii) fiir jedes A € P(X) ist Pr(A,-) eine bedingte Erwartung von 1yxcay gegeben F.

Die Abbildung Pr heiftt bedingte Verteilung von X gegeben F.

Hinweis: Zeigen Sie, dass fast sicher E[1{x—,,) | ], ¢ € N eine Wahrscheinlichkeitsfol-
ge ist. Benutzen Sie diese Wahrscheinlichkeitsfolge, um das Wahrscheinlichkeitsmaf
Pr(-,w) fiir fast alle w € © zu konstruieren.

Aufgabe 7.2. (6 Punkte)
Sei X1, X, ... eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen mit P(X; = 1) = P(X,; =
—1) = 1/2. Definiere Sy := 0, S,, := X; + -+ + X, und sei

T :=min{n: S, = 1}.
Das Ziel der Aufgabe ist zu zeigen, dass fast sicher T' < oco.
(a) Fiir # € R zeigen Sie, dass M,, = (cosh §) "e’" ein Martingal definiert.
(b) Zeigen Sie, dass E[Mrn,) =1 fiir alle n € N.
(c¢) Fiir den Fall 6 > 0 folgern Sie durch Grenziibergang n — oo, dass

E[(cosh )T = .

(d) Durch Grenziibergang 6 | 0 folgern Sie, dass P(T < oco0) = 1.

Aufgabe 7.3. (5 Punkte)

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (F,,) eine Filtration. Sei Yy, Y1, . .. eine
adaptierte Folge integrierbarer Zufallsvariablen. Nehmen Sie an, dass reellwertigen
Folgen u,, und v,, existieren so dass

]E[Yn+1 |.Fn] = UnYn + Un-

Finden Sie zwei reellwertige Folgen (a,) und (b,), so dass M, := a,Y, + b, ein
Martingal definiert.

Abgabetermin: bis Dienstag 05.06.2018 um 12 Uhr, Raum 304 MI.
Fragen: pgracar@math.uni-koeln.de
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Aufgabe 7.4. (5 Punkte)

Zur Zeit n = 0 plazieren wir N Kugeln beliebig in K Urnen und &ndern dies dann in
jedem Schritt wie folgt: Wéhle eine der Kugeln gleichméfig zufillig aus (das heifst:
jede Kugel wird mit der Wahrscheinlichkeit 1/N gewéahlt) und lege sie in eine der
ebenfalls zufillig gewdhlten Urnen (das heift: jede Urne wird mit Wahrscheinlichkeit
1/K gewdhlt). Sei X,, die Anzahl der Kugeln in der ersten Urne nach n Schritten und
(F) die natiirliche Filtration.

(a) Driicken Sie E[X, 41 | F,,] mit Hilfe von X,, aus.

(b) Mit Hilfe von Aufgabe 7.3, finden Sie Werte a,,, b,, so dass Z,, := a,X,, + b, ein
Martingal definiert.

Abgabetermin: bis Dienstag 05.06.2018 um 12 Uhr, Raum 304 MI.
Fragen: pgracar@math.uni-koeln.de



