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Aufgabe 8.1. (5 Punkte)
Beschreiben Sie alle Martingale, die nur Werte in {−1, 0, 1} annehmen.

Aufgabe 8.2. (5 Punkte)
Sei (Xn) eine Folge von Zufallsvariablen, die Werte in [0, 1] annehmen. Seien Fn =
σ(X0, . . . , Xn), X0 = a ∈ [0, 1] und
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Xn
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= Xn.

(a) Zeigen Sie, dass (Xn) ein Martingal ist.

(b) Zeigen Sie, dass E[(Xn+1 −Xn)
2] = 1

4
E[Xn(1−Xn)].

Aufgabe 8.3. (5 Punkte)
Seien X1, X2, . . . unabhängig, identisch verteilte Zufallsvariable mit

P (Xi = 1) = p, P (Xi = −1) = q, wobei 0 < p = 1− q < 1.

Setze Fn = σ(X1, . . . , Xn) und wähle eine ganze Zahl a. Sei

Sn = a+X1 + · · ·+Xn.

Zeigen Sie, dass durch

Mn =
q
p

Sn

und Nn = Sn − n(p− q)

Martingale definiert sind.

Aufgabe 8.4. (5 Punkte)
Seien (Xn), (Yn) zwei Supermartingale auf (Ω,A, P ) und τ eine Stoppzeit bezüglich
einer Filtration (Fn). Sei Xτ ≤ Yτ auf {τ < ∞}. Wir definieren Zn = Yn auf {n < τ}
und Zn = Xn auf {n ≥ τ}.

(a) Zeigen Sie, dass (Zn) ein Supermartingal ist.

(b) Zeigen Sie, dass wenn (Xn), (Yn) Martingale sind und Xτ = Yτ , dann ist (Zn)
auch ein Martingal.

Abgabetermin: bis Dienstag 12.05.2018 um 12 Uhr, Raum 304 MI.
Fragen: pgracar@math.uni-koeln.de


