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Aufgabe 11.1. (7 Punkte)
Sei a > 0. Zeigen Sie, dass

(a) wenn (X)) ein nichtnegatives Submartingal ist, gilt

1
P( max Xj > a) < —E[X,];
a

0<k<n
(b) wenn (X,,) ein nichtnegatives Supermartingal ist, gilt

1
P(supXk > a) < —E[Xj).
k>0 a

Aufgabe 11.2. (6 Punkte)
Sei m < 0 und (X,) eine Folge von unabhingigen, zu den Parametern m und o2
normalverteilten Zufallsvariablen. Sei S,, = X; +--- + X,, und

Fn=0(So,...,5), W =supsS,.

n>0
In dieser Aufgabe werden wir Momenteigenschaften von W zeigen.

(a) Fiir jedes A € R ist E[e*1] = e2¥*7”¢* (dies ist eine einfache Rechnung, die Sie
nicht durchfiihren miissen). Berechnen Sie E[e**+1 | F,)].

(b) Zeigen Sie, dass ein eindeutiges \g > 0 existiert, so dass (e*") ein Martingal ist.

(c) Zeigen Sie, dass fiir jedes a > 1 gilt
AW 1
P(e™" >a) < -
a

und dass, fiir t > 0 gilt P(W > t) < e ot

(d) Zeigen Sie, dass
E[e*] =1+ )\/ MP(W > t)dt.
0
Folgern Sie, dass fiir jedes A < )\ gilt E[e*"] < oo.

Aufgabe 11.3. (7 Punkte)
Seien X7, Xy, --- unabhéingige Zufallsvariablen mit der gleichen stetigen Verteilungs-
funktion. Sei

E, ={X, > X,,, Ym < n}

das Ereignis, dass zur Zeit n ein neuer Rekord auftritt.

(a) Zeigen Sie, dass Ey, Es, ... unabhéngige Ereignisse sind mit P(E,) = +.
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(b) Beweisen Sie, dass die Reihe

i lg, — 1/k
— log k

fast sicher konvergiert.

(c) Folgern Sie mithilfe von Kroneckers Lemma, dass fiir die Anzahl N,, der Rekorde
bis zur Zeit n gilt
Ny,

— 1 fast sicher.
logn
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