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Kapitel 1

Mafl und Integrationstheorie

1.1 Existenz und Eindeutigkeit von Maflen

1.1.1 Modellierung von Zufallsexperimenten

Ein Zufallsexperiment wird durch einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.4, P)
und beliebig viele Zufallsvariable X :  — €' modelliert. Dabei ist

e () eine Menge, die Ergebnismenge genannt wird. Sie ist die Menge aller
moglichen Ausgénge des zugrundeliegenden Experiments. Die Elemente
von 2 heiflen Ausgdnge, FErgebnisse, Stichproben, Realisierungen oder
Elementarereignisse.

e A ein Mengensystem auf €2, das heifit eine Menge von Teilmengen
von €). Die Elemente von A heiflen messbare Mengen. Das Mengen-
system A heiflt auch FEreignissystem. Es besteht aus allen Ereignissen,
iiber deren Auftreten ein Beobachter nach Ablauf des Experiments ent-
scheiden kann, und erfiillt daher die Axiome einer o-Algebra. Anders
als in der Finfihrung in die Stochastik werden wir in dieser Vorlesung
mitunter A variieren um unterschiedliche Kenntnisstdnde verschiede-
ner Beobachter (oder eines Beobachters zu verschiedenen Zeiten) zu
modellieren.

Ein Mengensystem A auf €2 heifit Algebra, wenn gilt

1. Qe A
2. ist A € A, so ist auch das Komplement A° = Q\ A € A,
3. sind Ay, A; € A, so ist auch die Vereinigung A; U Ay € A.

Es heifit 0-Algebra wenn zusétzlich gilt
4. sind Ay, Ay, ... € A, so ist auch die Vereinigung | J;-, 4; € A.
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e Ein Paar (Q2,.A) aus eine Menge 2 und einer o—Algebra A auf  heifit
messbarer Raum oder Stichprobenraum.

e Eine Zufallsvariable ist eine Abbildung X : Q — ' zwischen Ergebnis-
mengen. Typischerweise tragt €2 die Struktur eines messbaren Raumes
(€, A) und dies induziert eine o-Algebra Ay auf €' durch

Ax = {ACQ: X1(A) € A}

Wenn Q' auch die Struktur eines messbaren Raums (', A’) trigt, so
heifit X messbar, wenn A" C Ax. In diesem Fall fordern wir von einer
Zufallsvariablen stets, dass sie messbar sein soll. Dies ist vor allem dann
der Fall, wenn die Bildmenge Q' gleich R oder R? ist und die messbare
Struktur auf " damit durch die Borel o-Algebra A" gegeben ist.

e Sei (2, A) ein messbarer Raum. Den messbaren Mengen A € A ord-
net man nun Wahrscheinlichkeiten P(A) zu, so dass die Axiome eines
Wahrscheinlichkeitsmafles erfiillt sind.

Eine Abbildung P : A — [0, oo] heiit Maff auf (£2,.4), wenn gilt:
1. P(0) =o0.

2. Ist eine Folge A1, As, As, ... in A paarweise unvereinbar, gilt also
AN A; =0 fiir i # 7, so gilt

P(UAl) =Y P4y).
i=1 i=1
Diese Eigenschaft heifit o—-Additivitit von P.

Gilt zusétzlich P(Q) = 1 so heifit P Wahrscheinlichkeitsverteilung oder
ein Wahrscheinlichkeitsmaf. Dann heifit das Tripel (2,4, P) Wahr-
scheinlichkeitsraum.

Wichtige Eigenschaften eines Mafles P sind
e Monotonie: Sind A;, Ay € A mit A; C A, so gilt P(A;) < P(A,).
e Subadditivitit: Sind A, A,, ... € A so gilt

P( U4 <> P4,).

e Stetigkeit: Sind Ay, A, ... € A mit A, T A, das heifit A, C A,
und (J,, A, = A, so gilt

lim P(A,) = P(A).

n—0o0



1.1.2 Ein Beispiel: Wurf einer zufilligen Miinze

Beschreibung des Experiments: Eine auf (0, 1) uniform verteilte Zufalls-
variable § wird generiert und anschlielend eine Miinze geprégt, die mit Wahr-
scheinlichkeit 8 Kopf und mit Wahrscheinlichkeit 1 — 6 Zahl erzeugt. Die

Miinze wird anschliessend n mal geworfen.

Aufgabe: Modellieren Sie das Experiment und Zufallsvariablen, die den Aus-
gang der n Wiirfe anzeigen. Wahlen Sie verschiedene o-Algebren und erkléaren
Sie ihre Bedeutung.

Antwort: Fiir n € N wéhlen wir
2 :=(0,1) x {Kopf, Zahl}"
und bezeichnen die Elemente w € 2 als w = (z, a4, ..., a,). Wir definieren
X;: Q — {Kopf, Zahl}, X;(z,a4,...,a,) = a;,

die Zufallsvariable, die den Ausgang des iten Miinzwurf angibt. Auflerdem
sei
Y:Q—(0,1), Xi(z,a4,...,a,) =z,

die Zufallsvariable, die die Pragung der Miinze festlegt.
Wihlt man als o-Algebra

A = B((0,1)) ® P({Kopf, Zahl}"),

also die kleinste o-Algebra, die alle Mengen A x B mit A C (0,1) offen und
B C {Kopf, Zahl}" enthilt, so sind die Zufallsvariablen X; und Y messbar,
man kann also sowohl die Pragung der Miinze als auch die Miinzwiirfe selbst
beobachten. Allerdings hat man das Problem ein Wahrscheinlichkeitsmaf
P: A —|0,1] zu definieren, wobei das Riemannsche Integral nicht ausreicht
um P(A x B) fur alle Borelmengen A C (0, 1) zu definieren. Dieses Problem
werden wir in Kapitel 1.1.4 16sen.

Um die Konstruktion eines Wahrscheinlichkeitsmafles zu vereinfachen, kann
man eine kleinere o-Algebra wihlen, zum Beispiel

A" ={(0,1) x B: B C {Kopf, Zahl}"}.

Mit dieser Wahl sind nur die Ausgénge der Miinzwiirfe beobachtbar, nicht
aber die Pragung der Miinze. Mit anderen Worten, die Zufallsvariablen X;
sind messbar und wir kénnen zum Beispiel P(X; = Kopf) berechnen, aber
die Zufallsvariable Y ist nicht messbar, da {Y € A} nur fiir die trivialen
Fille A = (0,1) oder A = () messbar ist. Wir erhalten also keine direkte
Information iiber die Pragung der Miinze.
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Wir kénnen ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf A’ erklaren durch
1
P((0,1)x{(a1,...,ax)}) = P(X1 = a1,..., X, = a,) := / 0@ (1—0)"™) gg,
0

wobei n(a) die Anzahl der Képfe in der Familie a = (aq, . .., a,). Dies ist ein
herkémmliches Riemann Integral.

Eine wichtige Frage ist, ob man auch eine unbeschrinkte Zahl von Miinzwiirfen
modellieren kann, also

Q' := {Kopf, Zahl}"

so dass fiir alle Zufallsvariablen
X;: Q' — {Kopf, Zahl}, X;(ay, as,...,) = a;,

messbar sind. Das zugrundeliegende Mafl P sollte dann wie zuvor erfiillen,
dass

1
P(Xl =a,... ,Xn = an) — / Qn(a)(l _ 9)n—n(a) do.
0

In Kapitel 1.1.3 werden wir sehen, dass diese Vorschrift P eindeutig be-
stimmt. Die Priagung der Miinze ldsst sich dann aus dem Langzeitverhalten
der Miinzwiirfe im nachhinein rekonstruieren. Ein Konvergenzsatz, den wir
in Kapitel 2 beweisen werden, liefert ndmlich

n

1 -
P{ 7}1_{210 " Z 1{X; = Kopf} ex1st1ert} = 1.

1=

Dann kann man eine Zufallsvariable Y so definieren, dass

n

o1
Y = nh_{%o - Z 1{X; = Kopf}

=1

mit Wahrscheinlichkeit eins (also fast sicher). Dieses Y spielt dann die Rolle
der Pragung der Miinze. Es stellt sich damit heraus, dass die Konstruktion
von P auf dem unendlichen Folgenraum €’ und die Konstruktion der Gleich-
verteilung, die fiir die Definition von P auf dem messbaren Raum (2, .4)
erforderlich ist, im wesentlich dquivalent sind.

1.1.3 Der Eindeutigkeitssatz

Gegeben seien zwei Wahrscheinlichkeitsmafie P und ) auf dem messbaren
Raum (€2,.4). Wir suchen ein moglichst kleines Mengensystem B C A so,
dass

P(B)=Q(B) fur alle Be B=— P =Q.
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Beobachtung: Es geniigt nicht, wenn B die o-Algebra A erzeugt.

Beispiel: Sei Q = {1,2,3,4} und B = {{2,3},{3,4}}. Dann erzeugt B die
Potenzmenge P(£2), da die einelementigen Mengen

{1} = ({27 3} U {37 4})07 {2} = {27 3} N {37 4}C7
{3} = {27 3} N {37 4}7 {4} = {37 4} N {27 3}C

und all ihre endlichen Vereinigungen in jeder o-Algebra, die B entélt, enthal-
ten sein miissen. Definiert man nun zwei Wahrscheinlichkeitsmafie P und P’
durch

P'{1}) =5 P'({2h) =5 P({3}) =3.P'({4}) =5
und
P({1}) =0,P({2}) = 5. P'({3}) = 5. P'({4}) = 3,
so gilt
Pl({273}) = % = P({273})7 Pl({374}) = % = P({3’4})7

und somit stimmen P und P’ auf B iiberein, sind aber offensichtlich verschie-
dene Wahrscheinlichkeitsmafe.

Ein Mengensystem B heifit schnittstabil, wenn aus A, B € B folgt, dass
AN B € B. Mit Hilfe dieser Definition kénnen wir nun den niitzlichen Ein-
deutigkeitssatz formulieren.

Satz 1. Stimmen zwei Wahrscheinlichkeitsmafle auf einem schnittstabilen
Erzeuger der zugrundeliegenden o-Algebra iiberein, so sind sie gleich.

Zum Beweis nennen wir ein Mengensystem D aus Teilmengen von 2 ein
Dynkinsystem, wenn gilt

e QeD;

e sind A, BeDund AC B,soist B\ AeD;

e wenn A, € Dund A, T A, soist A € D.

In den Ubungen beweisen wir die folgenden beiden Lemmata.

Lemma 1.1. Fin Mengensystem A aus Teilmengen von €2 ist genau dann
eine o-Algebra, wenn A ein schnittstabiles Dynkinsystem ist.

Lemma 1.2 (Dynkin’s Lemma). Ist B ein schnittstabiles Mengensystem aus
Teilmengen von §2, so enthdlt jedes Dynkinsystem, das B enthdlt, auch die
von B erzeugte o-Algebra.



Nun beweisen wir den Eindeutigkeitssatz. Dazu bezeichnen wir mit B den
schnittstabilen Erzeuger der o-Algebra A und nehmen an, dass P, und P
auf B iibereinstimmen. Wir betrachten

D ={B e A: P(B) = P(B)}.

Es ist leicht zu sehen, dass D ein Dynkinsystem ist. [Wir haben Q2 € D, da
Py, Py Wahrscheinlichkeitsmafie sind; wenn A C B in D liegt, so ist P;(B\
wenn A, T A mit A, € D gilt Pi(A) = lim P1(A,) = lim P(4,) = PB(A)
wegen der Stetigkeit von Wahrscheinlichkeitsmafien, und somit A € D.]

Da B C D nach Annahme folgt aus Dynkins Lemma, dass D auch A enthélt,
was zu beweisen war.

Eine niitzliche Anwendung des Eindeutigkeitssatzes ist der folgende Satz.

Satz 2 (Satz tiber monotone Klassen). Sei H eine Menge beschrinkter messba-
rer Funktionen X : (Q, A) — R mit den Eigenschaften

o H ist ein Vektorraum,
o H entdlt die konstante Funktion 1,

o [st X, eine Folge nichtnegativer Funktionen in H und X,, T X fiir eine
beschrdnkte Funktion X, so gilt X € H.

FEin solches H heifit monotone Klasse. Wenn H alle Indikatorfunktionen
eines schnittstabilen Erzeugers von A enthdlt, so enthdlt H auch alle be-
schrdankten messbaren Funktionen.

Beweis: Das Mengensystem D aller Mengen A mit 14, € H ist ein Dyn-
kinsystem, das einen schnittstabilen Erzeuger und somit alle Elemente von
A enthéilt. Ist X nichtnegativ, messbar und beschrankt, etwa durch K > 0,
dann definieren wir A(n,i) = {w: 27" < X(w) < (i +1)27"} und

K2n

Xo= Y 127 4

=0

Dann ist X,, € H und 0 < X,, T X, so dass X € H. Eine beschrankte
messbare Funktion schliellich ist die Differenz zweier beschrankter nichtne-
gativer messbarer Funktionen und damit auch in .
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Beispiel: Auf Q = {Kopf, Zahl}" ist

{{(wn)neN: Wy =ag,...,w, =ay}: n €N a; € {Kopf, Zahl}} u {0}

ein schnittstabiles Mengensystem und somit kann es hdchstens ein Wahr-
scheinlichkeitsmafl P geben mit

1
P({(Wn)neNi Wi =01,...,Wp = an}) — / en(a)(l o g)n(a) do.
0

1.1.4 Der Existenzsatz

Der Existenzsatz fiir Mafle, das Hauptresultat dieses Kapitels, erlaubt es uns
Mafle zu konstruieren, ohne ihre Werte auf allen Elementen der o-Algebra
explizit vorgeben zu miissen.

Satz 3 (Existenzsatz von Carathéodory). Sei Aq eine Algebra auf 2 und A
die von Aqy erzeugte o-Algebra. Sei Py : Ay — |[0,00] o-additiv, das heifit
Py(0) = 0 und wenn Ay, Ay, ... paarweise disjunkt mit A, € Ay fiir alle n
und |7, A, € Ay, so gilt

P0< [_j An) - iPO(An).

n=1

Dann existiert ein MafS P auf (2, A) mit P = Py auf Ay. Ist zusdtzlich
Py(Q) =1, so ist P ein Wahrscheinlichkeitsmafl und eindeutig bestimmdt.

Die Eindeutigkeit im Falle von Wahrscheinlichkeitsmafien folgt aus dem
Eindeutigkeitssatz, da die Algebra Ay schnittstabiler Erzeuger von A ist.
Der Beweis des Existenzsatzes benutzt das folgende Lemma, das wir als
Ubungsaufgabe beweisen.

Lemma 1.3. Sei Ay eine Algebra auf 2 und
Py: Ay — [0, 00] mit Py(0) = 0.
FEine Menge A € Ay heifit Py-messbar, wenn fiir alle B € Aqy gilt
Py(ANB) + Py(A°N B) = Py(B).

Dann ist das Mengensystem A, der Py-messbaren Mengen eine Algebra und
Py erfillt

Ay( U B)) - S R4 B)

k=1
wenn Ay, ..., A, € Ay paarweise disjunkt sind und B € A,.
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Eine Abbildung Fy: Ay — [0, 0o] heiit dusseres Mafs, wenn gilt
L PO(Q) = 07
e wenn A; C A, in Ay liegen, so gilt Py(A;) < Py(As);

e wenn A, A, ... in Ay liegen, so gilt
Po( U Ak) < ZPO(A]C)'
k=1 k=1

Lemma 1.4 (Carathéodory’s Lemma). Sei P ein dusseres Maf auf dem
messbaren Raum (2, A). Dann bilden die P-messbaren Mengen eine o-Algebra
A" auf der P o-additiv ist, so dass P sogar ein Maf§ auf (Q, A") ist.

Das Lemma wird mit Hilfe von Lemma 2.1 als Ubungsaufgabe bewie-
sen. Der Beweis des Existenzsatzes erfolgt nun mit Hilfe von Carathéodory’s
Lemma in vier Schritten.

Schritt 1: Zunéchst betrachten wir die o-Algebra P(£2) aller Teilmengen
von 2 und definieren P: P(Q) — [0, oo] durch

n=1

wobei das Infimum iiber alle Folgen (B,,) in Ay mit A C | J,, B, gebildet wird.
Wir zeigen, dass P ein dusseres Maf ist.

[Die ersten beiden Eigenschaften sind offensichtlich. Seien A, so, dass
Py(A,) < oo fiir alle n. Fiir jedes € > 0 existieren B, € Ay mit A4, C
U,, Bnx and >, Po(Bni) < P(A,)+e27". Dann folgt |J A, C Unk B, ; und

P(UA) €3 R(Bus) 3 (P(A) +227 ZP

n

und die dritte Eigenschaft (Subadditivitat) folgt, da € > 0 beliebig war.]

Schritt 2: Nach Carathéodory’s Lemma ist nun P ein Mafl auf der o-
Algebra der P-messbaren Mengen. Wenn wir zeigen, dass

e P =Py auf A,

e jedes Element von A, auch P-messbar ist,
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so ist auch jedes Element der von A, erzeugten o-Algebra A P-messbar und
wir erhalten das gewiinschte Mafl durch Einschriankung von P auf A.

Schritt 3: Wir zeigen. dass P = P, auf Aj.

[Sei A € Ay, dann gilt offensichtlich P(A) < Py(A). Sei nun A C |, B,
mit B,, € Ay. Wir definieren eine disjunkte Folge B!, € A, durch Bj := By,

B = B,nN (U Bk>c,

k<n

so dass B;, C B,, U, B, = U, Bn. Die o-Additivitét liefert dann
Py(A) = (U (AN B, ) ZPO ANB) < ZPO

Folglich ist Py(A) < P(A) wie gefordert.]
Schritt 4: Wir zeigen. dass jedes Element von Ag auch P-messbar ist.

[Sei A € Ay und B € P(Q). Fiir jedes ¢ > 0 existieren B, € Ay mit
BCU, B,und ) Fy(B,) < P(B)+¢. Es folgt

> PRy(B,) =) P(ANB,) + > PR(A°NB,)
’ 2Pn(AﬂB)+P(ACr:B).

Da ¢ > 0 beliebig war folgt, dass P(B) > P(AN B) + P(A°N B). Die
umgekehrte Ungleichung folgt aus der Subadditivitdt von P, womit gezeigt
ist, dass A P-messbar ist.]

Als wichtigste Anwendung des Existenzsatzes konstruieren wir nun das
Lebesguemafl oder Volumenmaf auf (0,1]¢ (und damit auch auf RY). Wir
betrachten die Algebra Ay der endlichen Vereinigung von Rechtecken

Q = (al,bl] X (ad,bd],

wobei 0 < a; < b; < 1. Die Algebra Ay erzeugt die Borelsche o-Algebra. Jedes
Element von Ay kann als Vereingung von endlich vielen paarweise disjunkten
derartigen Rechtecken

A=Q1U---UQ,

geschrieben werden, wobei wir die Rechtecke schreiben als
— (k) (k) (k) 7.(k)
Qr = (ay”,b77] x -+ x (ay’, by"].
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Obwohl eine solche Darstellung nicht eindeutig ist, ist es leicht zu sehen, dass
die Abbildung

Py: A — [0,00],  Po(A) =) (0 —af”) - (b5 — aff)
k=1

wohldefiniert ist. Wir zeigen nun:
Lemma 1.5. F, ist o-additiv.

Beweis: Py()) = 0 nach Definition. Seien nun A, € Ay paarweise disjunkt
und A =, A, € Ap. Dann erfiillt A}, = J;_, Ay dass

Ro(AL) = 3" Py(AY) (1)
k=1

Wir zeigen, dass Py(A!) T Py(A), so dass die o-Additivitdt durch Grenz-
ibergang in (1.1) folgt. Dazu setzen wir H, := A\ A/, so dass H, € Ay
und H, | (0. Wenn Py(H,) | 0 folgt aus P(H,) = P(A) — Py(A)) dass
Py(Al) T P(A), wie gefordert.

Wir zeigen Py(H,) | 0 durch Widerspruch. Nehmen wir also an, dass
Py(H,) > 2¢ fir ein festes € > 0. Aus der Definition von A, folgt, dass es
Ji € Ag gibt mit J, C Hy, und P, (Hk \ Jk) < e27% Da H, fallend ist folgt

P0<Hn\ N Jk,> §P0<UHk\Jk> <Y et <o

k<n k<n

Da Py(H,) > 2¢ folgt, fiir jedes n, dass

P0< ﬂ Jk> > €.

k<n

Daraus folgt, dass (;,, Ji # 0. Somit ist auch

Kn::ﬂjk#ﬁ

k<n

und da K, kompakt und fallend ist folgt
(1 jk:: (kaaz7é®-
k=1 n=1
Damit ist aber auch (), Hx # ) im Widerspruch zu unseren Annahmen.
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Da F, also o-additiv ist, existiert nach dem Existenzsatz eine eindeutige
Fortsetzung P von P, auf A, die ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist. Dieses Maf3
ist das Lebesguemaf$ auf (0,1]%. Durch Verschiebung

P™(A) = P({z € (0,1]*: z +n € A})

lasst sich dieses Mafl auch auf die Kuben H?Zl(ni,n,» + 1] iibertragen und
durch Summation {iber alle Vektoren n = (ni,...,nq) € Z? erhilt man
schlieBlich das Lebesquemafl oder Volumenmafy Vol=Y", _,, P™ auf R

Bemerkung: Der Beweis des Existenzsatzes beinhaltet eine explizite De-
finition des Lebesguemafles als dusseres Mafl; namlich

Vol(A) = inf Y~ (" —af”) -+ (b — a),
k=1

wobei das Infimum iiber alle Folgen von Rechtecken (Qj) mit A C |, Qx
geht. In der Einfiithrung in die Stochastik haben wir diese Formel benutzt,
ohne zu beweisen, dass die so definierte Abbildung Vol ein Mafi auf der
Borelschen o-Algebra darstellt. Dies ist hiermit nachgeholt.

1.2 Lebesgue Integrationstheorie

Wenn ein Mal P auf einem messbaren Raum (2,.4) gegeben ist, so wol-
len wir fiir messbare, reellwertige Funktionen X: €2 — R auch ein Integral
J X dP definieren. Im wichtigen Fall, dass P ein WahrscheinlichkeitsmaS ist
entspricht dies dem mittleren Wert der Funktion X oder in anderen Worten
dem Erwartungswert der Zufallsvariablen X.

In der Einfithrung in die Stochastik haben wir solche Integrale auf den
Riemannschen Integrationsbegriff zuriickgefiihrt. Dieser Ansatz erlaubt aber
keinen direkten Zugriff auf Resultate iiber die Vertauschbarkeit von Integra-
tion und Limesbildung, die fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie von zentraler
Bedeutung sind. Wir verfolgen deshalb hier einen anderen Ansatz und kon-
struieren den Integralbegriff direkt und ohne Riickgriff auf die Riemannsche
Integrationstheorie.

1.2.1 Integration nichtnegativer Funktionen

Wir definieren das Lebesguesche Integral in mehreren Schritten. Wir betrach-
ten zunéchst einfache Funktionen X, das sind solche, die nur eindlich viele
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nichtnegative Werte annehmen, dh. es existieren a; € [0,00] und Ay € A,

1 <k < m, so dass
m
X = Z Qg 1Ak’
k=1
wobei wir (immer) die Konvention 0 - 0o = 0o -0 = 0 verwenden wollen. Wir

definieren dann .
/X dP = " aP(Ap),
k=1

und beobachten, dass das Integral dadurch wohldefiniert ist (dh. unterschied-
liche Darstellungen derselben Funktion liefern denselben Integralwert). Man
priift leicht nach, dass das Integral fiir einfache Funktionen die folgenden
Eigenschaften hat

e Linearitit: fX—I—YdP = fXdP+deP und chdP = cfXdP.
e Monotonie: Aus X <Y folgt [ X dP < [Y dP.
e Stabilitéit: Wenn P(X #Y) =0 so folgt [ X dP = [Y dP.

Jedes messbare, nichtnegative Funktionen X : € — [0, oo] kann durch einfa-
che Funktionen von unten approximiert werden. Wir setzen

0 wenn X = 0,
Xr=¢ (i—1)2™ wenn (i—1)27" < X <i27" <n, (1.2)
n wenn X > n.

Dann gilt X 1 X. Dies motiviert die Approximation von [ X dP durch die
Integrale minorisierender einfacher Funktionen. Wir setzen also fiir messbare,
nichtnegative Funktionen X : Q — [0, 0o]

/XdP = sup{/X'dP: X' < X einfach },

und folgern aus der Monontonieeigenschaft, dass dies eine Fortsetzung des
Integralbegriffs fiir einfache Funktionen ist.

1.2.2 Vertauschungssitze fiir Integrale und Limiten

Wir beweisen nun den ersten (und wichtigsten) Vertauschungssatz.

Satz 4 (Satz von der monotonen Konvergenz). Ist X,,: 2 — [0, 0co] messbar
so, dass X, T X, das heisst die Folge X,, konvergiert wachsend gegen X, so
konvergiert auch die Folge der Integrale [ X, dP wachsend gegen [ X dP.

16



Wir beweisen zunéchst eine Version fiir einfache Funktionen.

Lemma 1.6. Se: X eine einfache Funktion und X,, einfache Funktionen mit
X, 1 X. Dann gilt [ X,dP*1 [ X dP.

Beweis: Aufgrund der Linearitdt des Integrals geniigt es den Fall X = 1,4
zu betrachten. Aus X,, < X folgt [ X,dP < P(A) und es bleibt nur zu
zeigen, dass

liminf/Xn dP > P(A).

Sei ¢ > 0 und A, = {w € A: X,,(w) > 1 —¢}. Dann gilt A, T A und
aufgrund der Stetigkeit von Mafien folgt P(A,) T P(A). Da (1 —¢)l4, < X,
folgt (1 — )P(A,) < [ X, dP und die Aussage folgt durch Kombination
dieser beiden Fakten da € > 0 beliebig war.

Fiir den néchsten Schritt brauchen wir nun ein Lemma, dessen einfachen
Beweis wir als Ubungsaufgabe geben.

Lemma 1.7 (Doppelfolgenlemma). Sei (ag,,: k,n € N) eine Doppelfolge mit
Werten in [0,00], so dass fir jedes feste k die Folge (ag,: n € N) und fir
jedes feste n die Folge (ay,: k € N) monoton wachsend ist. Dann gilt

limlim ay,, = limlim ay, ,,
k n ’ n k ’

und alle involvierten Limiten sind monoton.

Lemma 1.8 (Vertauschungslemma). Seien X, und Y,, n € N, einfache
Funktionen mit X, T X und Y, 1 X. Dann gilt

lim/Xn dP:lim/Yn dP.

Beweis: Setze X, := X,,AY}. Dann gilt X, + X,, fir k = ocound X, , T Y%
fiir n — oo. Nach Lemma 1.6 folgt

/Xn,deT/kaPﬁjrn%oo, /kadPT/XndPﬁirk:—)oo.

Nach dem Doppelfolgenlemma folgt die Behauptung.

Wir kénnen nun Lemma 1.6 auf den Fall erweitern, dass die Grenzfunktion
nicht notwendig einfach ist.

Lemma 1.9. Seien X,, einfache Funktionen mit X,, T X. Dann gilt

/XndPT/XdP.
17



Beweis: Nach Konstruktion des Integrals gibt es eine Folge einfacher
Funktionen X/ mit X; < X und [ X/ dP 1 [ X dP. Ausserdem haben wir
eine Folge einfacher Funktionen X mit X 1 X konstruiert. Setzen wir nun

Y, = max{X}, X],..., X},

so gilt Y, + X und [Y,dP 1 [ X dP. Nach dem Vertauschungslemma gilt
dann auch [ X, dP 1 [ X dP, wie gefordert.

Um den Beweis des Satzes von der monotonen Konvergenz zu komplet-
tieren betrachten wir die einfachen Funktionen X und X mit X7 1 X,
und X, T X, die wir in (1.2) konstruiert haben. Nach Konstruktion gilt auch
Xnm T Xy, fir n — oo, Nach Lemma 1.6 folgt

/X;mdPT /X;';LdP fiir n — oo.
Nach Lemma 1.9 folgt
/X;’mdPT/XndP und /X;ldPT/XdP fiir m — oo.
Das Doppelfolgenlemma liefert somit

lim/Xn dP = limlim/X;;m dP = limlim/X;m dP
:lim/X;;dP:/XdP,

Mit Hilfe des Satzes von der monotonen Konvergenz kann man nun recht
einfach die Eigenschaften Linearitéit, Monononie und Stabilitéit von einfachen
auf nichtnegative, messbare Zufallsvariable ausdehnen.

was behauptet war.

Eine weitere niitzliche Folgerung aus dem Satz von der monotonen Kon-
vergenz ist das Lemma von Fatou.

Satz 5 (Lemma von Fatou). Sind X,,: Q — [0, c0] messbar, so gilt
/lim inf X,, dP < lim inf/Xn dP.

Beweis: Sei Y}, := inf,,>; X,,. Dann ist (Y;,) monoton wachsend und Y, < X,
fiir alle n > k, woraus folgt, dass

/kaPS inf/XndP.
n>k
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Da lim Y, = liminf X, folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz
/limiann dP = /lilgnYk dP = liin/Yk dP

< lim inf/Xn dP = liminf/Xn dP.

k n>k

Beispiel: Auf 2 = (0, 1) x {Kopf, Zahl}" betrachten wir die Algebra 4, der
endlichen Vereinigungen von Rechtecken A x B mit A C (0,1) Borel und
B C {Kopf, Zahl}" beliebig. Definiere Py auf Ay durch

P()(A X B) = Z/lA(Q)en(a)(l _ e)n—n(a) d@,
a€B

wobei dfl hier Lebesgueintegration beziiglich des Volumenmafles auf (0,1)
bezeichnet. Py ist nach dem Satz von den monotonen Konvergenz o-additiv.
Folglich existiert ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmafl P, das P, auf die
von Ay erzeugte o-Algebra fortsetzt.

1.2.3 Integrabilitéit

Wir betrachten reellwertige (messbare) Zufallsvariablen X: Q@ — R indem
wir ihren Positivteil X* = max{X,0} und Negativteil X~ = —min{X, 0}
betrachten. Positivteil und Negativteil einer Funktion sind nichtnegativ mit

X=X"-—X uwd |[X|=X"+X".

Wenn [ |X|dP < oo, so heiBt die Funktion X integrierbar. Wir definieren

/XdP:z/X*dP—/X‘dP,

und beobachten, dass mit dieser Definition die Dreiecksungleichung

‘/XdP’ g/\X\dP

gilt. Zudem {iibertragen sich Linearitdt, Monotonie und Stabilitdt des Inte-
grals von nichtnegativen auf integrierbare Funktionen.

Wir beschliefen diesen Abschnit mit einem weiteren “Vertauschungssatz”.

Satz 6 (Satz von der dominierten Konvergenz). Seien X,,, X : Q@ — R messba-
re Funktionen mit lim X,, = X und Y eine integrierbare Funktion mit

| X,| <Y fir alle n.
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Dann gilt
lim /|Xn — X|dP =0,

n—o0

und insbesondere folgt daraus auch lim [ X, dP = [ X dP.

Beobachten wir zunéchst, dass die Vertauschbarkeit von Limes und In-
tegral keine Selbstverstidndlichkeit ist. Ist zum Beispiel 2 = (0,1) und P
das Lebesguemafl auf der Borelschen o-Algebra, so gilt fiir die Funktionen
Xn =mnlg 1) dass X, — 0 aber [ X, dP = 1fiir alle n. In diesem Fall kénnen
die X, also nlcht durch eine integrierbare Funktion Y dominiert werden.

Beweis: Wir haben |X,, — X| < 2Y und wenden Fatou’s Lemma auf Z,, :=
— | X, — X| > 0 an. Wir erhalten

limsup/\Xn—X|dP:/2YdP—liminf/anP

S/QYdP—/limianndP

:/limsup|Xn—X|dP:O.

Die weitere Aussage folgt aus der Dreiecksungleichung.

1.3 Produktmafle und Fubinis Theorem

1.3.1 Produktmafle und Unabhingigkeit
Gegeben zwei Wahrscheinlichkeitsraume (21,41, P1) und (2, As, P») wollen

wir nun einen Produktraum
(Ql X QQ,Al ®A2,P1 ®P2)

konstruieren, der die unabhdngige Durchfiihrung der durch die beiden Wahr-
scheinlichkeitsrdume gegebenen Experimente modellieren soll. Hierbei ist €2 x
(25 das herkommliche kartesische Produkt und A; ® A, die von den Produkt-
mengen A; x A; mit A; € Ay, Ay € A, erzeugte o-Algebra.

Die Menge der beschrinkten messbaren Funktionen X : € x 5 — R mit
o fiir alle wy € € ist X (wq,): wy — X (wy,ws) meBbar,

o fiir alle wy € Qy ist X (-, ws): wy — X (w1, ws) meBbar,
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ist eine monotone Klasse, die alle Indikatorfunktionen der Mengen des schnitt-
stabilen Erzeugers

1= {Al XAQI Al EAl,AQ GAQ}

enthalt. Damit enthélt sie alle beschrankten, beziiglich A; ® A, messbaren
Funktionen X : Q) x 25 — R und wir kénnen fiir jedes solche X die Integrale

/X((,Ul, ) dP2 und /X(',LUQ) dpl
definieren. Die Menge aller beschrankten messbaren Funktionen X: Q; x

Qs — R so, dass
e die Funktion [ X dP: wy — [ X(wi, ) dP, ist beschréinkt und messbar,

e die Funktion [ X dP;: wy — [ X(-,ws)dP; ist beschrinkt und messbar,
e esgilt [([XdP)dP = [([XdP)dPs,

ist eine monotone Klasse, die alle Indikatorfunktionen der Mengen des schnitt-
stabilen Erzeugers Z enthélt. Damit folgt dann der folgende Satz.

Satz 7 (Satz von Fubini). Es existiert genau ein Wahrschinlichkeitsmaf
P =P, ®P, auf (§4 x Q, Ay ® A3) so, dass

P(Al X Ag) = Pl(Al)PQ(AQ) fur’ alle Al, € A1,A2 € AQ.

Ausserdem gilt fiir alle beschrinkten messbaren Zufallsvariablen X,

/XdP1®P2:/(/XdPQ)dPl:/(/XdPl)sz.

Beweis: Das Wahrscheinlichkeitsmafl P kann durch

P(A):/(/1AdP2)dP1:/(/1AdP1)dP2 fir Ae A

definiert werden. Die Axiome eines Wahrscheinlichkeitsmasses folgen dann
aus der Linearitdt des Integrals und dem Satz von der monontonen Konver-
genz. Die Eindeutigkeit folgt aus dem Eindeutigkeitssatz und die zusétzliche
Aussage aus dem Satz von den monotonen Klassen.

Bemerkungen:
(a) Es ist nun leicht zu sehen, dass die Zufallsvariablen
X1t X Qg (w1, w2) > wi, X X Oy, (w1, w2) = wo

auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (; x Q9,47 ® Ay, P, ® P,) un-
abhéngig sind und die Verteilung P; bzw. P, haben.

(b) Eine Erweiterung des Satzes auf Produktrdume mit mehr als zwei (aber
endlich vielen) Faktoren ist offensichtlich.
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1.3.2 Unendliche Produkte

Wir wollen nun zeigen, dass zu jeder Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien
(P,) auf R ein Wahrscheinlichkeitsraum konstruiert werden kann auf dem
eine Folge X1, X5, ... von unabhéngigen Zufallsvariablen mit Verteilungen P,
P, ... existiert.

Satz 8. Sei (P,) eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (R, B), Q die
Menge aller reellen Folgen (wy)nen und

X Q=R X, ((wn)nen) = wh.

Sei A die kleinste o-Algebra, die alle Zufallsvariablen X,, messbar macht.
Dann gibt es genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ P auf dem messbaren Raum

(Q, A) mit der Figenschaft

k
P({(wn): w1 € By,...,wi € Bp}) = [[ Pu(By)
n=1
fiir alle By, ..., By € B. Ausserdem sind auf dem Wahrscheinlichkeitsraum

(Q, A, P) die Zufallsvariablen Xy, Xa, ... unabhdngig und fir jedes n € N hat
X, die Verteilung P,.

Der Rest dieses Abschnitts ist dem Beweis dieses Satzes gewidmet. Zunéchst
fixieren wir k£ € N und betrachten die von

{(wn):wleBl,...,kaBk}, fir By,..., By € B(R),
erzeugte o-Algebra Aj. Die Elemente von A konnen geschrieben werden als
Ak = {(wn): (wl, c. ,wk) < Bk},

fiir B, € B(R*). Auf der Algebra

Ao = Ax
k

definieren wir Py: Ay — [0, 1] durch
Po({(wn)l (wl, e ,wk) S Bk}) =P® - Pk(ék)

Py ist endlich additiv auf Ay. AuBerdem ist (2, Ay, Py) ein Wahrscheinlich-
keitsraum auf dem Xj,..., X} unabhéngig sind so, dass X,, Verteilung P,
hat. Um den Existenzsatz von Carathéodory anzuwenden brauchen wir nun
das folgende Lemma.
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Lemma 1.10. Ist (H,,) eine fallende Folge von Mengen in Ay und ezistiert
e >0 so, dass Po(H,) > € fiir all n, so ist (), H, # 0.

Der Beweis dieses Lemmas ist wieder eine Ubungsaufgabe. Betrachten
wir hier, wie die Behauptung aus diesem Lemma folgt. Wir zeigen zunéchst,
dass P o-additiv auf Ay ist. Seien also A, paarweise disjunkt und (J, Ay =:
A € Ay. Dann erfiillt A), = J,_, Ay dass

Py(A4y) = Z Po(Ay). (1.3)
k=1

Wir zeigen, dass Fy(A)) 1T P(A), so dass die o-Additivitdt durch Grenz-
iibergang in (1.3) folgt. Dazu setzen wir H,, := A\ A}, so dass H,, € Ay und
H, | 0. Nach dem Lemma folgt Py(H,) J 0 und da P(H,) = P(A) — Py(A})
folgt Py(A,) 1T P(A), wie gefordert.

Nach dem Existenzsatz existiert also genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf3
P auf (2, A) sodass P = P auf Ay fir jedes k. Daraus folgt auch die
Unabhéngigkeit der X, auf diesem Wahrscheinlichkeitsraum und die Vertei-
lungsaussage fiir P,.
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Kapitel 2

Martingaltheorie und
Anwendungen

2.1 Erwartungen und bedingte Erwartungen

2.1.1 Erwartungswerte als optimale Approximation

Fiir eine integrierbare oder nichtnegative Zufallsvariable X: (2,4, P) — R
definieren wir den Frwartungswert als

EX ::/XdP.

Der Erwartungswert ist der beziiglich P gemittelte Wert der Zufallsvaria-
blen. Er ist auch die beste Approximation der Zufallsvariablen X durch eine
Konstante in dem folgenden Sinn.

Proposition 2.1. Sei X eine integrierbare Zufallsvariable und a € R, so gilt

E[(X —a)?] = Var(X) + (EX —a)”.

Insbesondere wird die mittlere quadratische Abweichung von X und einer
konstanten Zufallsvariable a durch die Wahl a = EX minimiert.

Zum Beweis rechnen wir

E[(X - a)?] = E[X? - 20X + o] = E[X?] — (EX)” + (EX)® — 20EX + a®
= Var(X) + (EX —a)’,
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Zur Berechnung des Erwartungswertes erinnern wir an zwei wichtige Félle.

Falls X: € — R nur endlich oder abzéhlbar viele Werte a4, ao, ... an-
nimmt, gilt

Dies gilt nach Definition, wenn X nur endlich viele nichtnegative Werte
annimmt (d.h. X ist eine einfache Funktion) und lésst sich durch den
Satz von der monotonen Konvergenz auf den Fall abzéhlbar vieler Wer-
te erweitern. Der allgemeine Fall folgt dann durch Zerlegung in Positiv-
und Negativteil.

Falls die Verteilung von X eine Dichte f hat, das heifit

P(X € A) = / 14(2)f (z) d,

wobei dx fiir die Integration beziiglich des Lebesguemafles auf R steht,
so gilt

IEX:/x-f(x)dx.

Dies folgt weil ER(X) = [ h(x)-f(x) dz fiir Indikatorfunktionen gilt und
mit Hilfe von Linearitét und des Satzes von der monotonen Konvergenz
auf nichtnegative Funktionen h ausgedehnt werden kann. Wir wenden
dies dann auf h*(z) =2V 0 und h~(z) = —(z A 0) an und nutzen aus,

dass © = h'(x) — h™(z).

2.1.2 o0-Algebren und Filtrationen

Wir fragen nun wie zusdtzliche Informationen unsere Erwartungen in den
Ausgang eines Zufallsexperiments verdndern.

Zusétzliche Informationen zu haben heifit, dass wir den Ausgang von be-
stimmten Ereignissen kennen. Das Mengensystem F C A all dieser Ereignisse
muss logischerweise den Axiomen einer o-Algebra geniigen, denn

wir wissen immer, dass das sichere Ereginis €2 stattgefunden hat,

wenn wir wissen, ob A stattgefunden hat, wissen wir auch ob A° statt-
gefunden hat, und

wenn wir von jedem Ereignis Ay, Ao, ... wissen ob sie stattgefunden ha-
ben, wissen wir auch ob mindestens eines der Eregnisse stattgefunden

hat, d.h. ofb | J; A; stattgefunden hat.
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In anderen Worten, Information iiber den Ausgang eines Zufallsexperiments
wird durch eine o-Algebra F C A modelliert.

Beispiele (1) Sei Q = {1,2,3,4,5,6}, A = P(2) und P gegeben durch
P{i} = 1/6 fir alle i € Q, also unser Modell fiir einen Miinzwurf. Die
Information ob eine gerade Zahl geworfen wurde entspricht der o-Algebra

F ={0,{2,4,6},{1,3,5},Q}.

(2) Seien X : (2, 4,P) > Rund Y : (Q, A, P) — (@, A") Zufallsvaria-
blen auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum. Wenn wir die Werte von Y
kennen, wissen wir ob die Ereignisse {Y € A}, A € A', stattgefunden
haben und diese Information wird durch die von Y induzierte o-Algebra

o(Y):={{Y € A} : A € A’} beschrieben.

(3) Wenn X = (X,,: n € N) ein stochastischer Prozess ist, also eine Folge
von Zufallsvariablen auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum, wobei wir n als
Zeitparameter interpretieren, so haben wir zur Zeit n Kenntnis iiber die Wer-
te der Zufallsvariablen X7, X, ..., X,,. Wir setzen F,, := o(X1,...,X,), die
kleinste o-Algebra, die die Zufallsvariablen X, X5,..., X,,: Q — R messbar
macht. Diese o-Algebra stellt die zur Zeit n {iber den Prozess verfiigbare
Information dar.

Im letzten Beispiel haben wir gesehen, dass ein stochastischer Prozess eine
wachsende Folge von o-Algebren F,, erzeugt, die den Zuwachs an Information
in der Zeit modelliert. Diese Situation ist so wichtig, dass sie eine eigene
Definition erfodert.

Definition Eine Folge (F,, : n € N) von o-Algebren mit F,, C F,.1 C A, fiir
alle n € N, heif3t Filtration. Wie gesehen erzeugt ein stochastischer Prozess
X stets eine Filtration (F, : n € N), die sogenannte natirliche Filtration
des Prozesses.

2.1.3 Existenz der bedingten Erwartung

Zusétzliche Informationen verdndern unsere Erwartungen in den Ausgang
eines Zufallsexperiments. In unserem ersten Beispiel ist intuitiv der neue
Erwartungswert des Wiirfelwurfes,

e wenn eine gerade Zahl gewiirfelt wurde gleich dem Mittelwert iiber
2,4, 6 mit gleicher Wahrscheinlichkeit, also gleich vier,

e wenn eine ungerade Zahl gewiirfelt wurde gleich dem Mittelwert iiber
1,3, 5 mit gleicher Wahrscheinlichkeit, also gleich drei.
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Der bedingte Erwartungswert ist also abhéngig von den erhaltenen Informa-
tionen und damit selbst eine Zufallsvariable, die beziiglich der diese Informa-
tionen beschreibenden o-Algebra messbar ist.

Die Approximationseigenschaft des Erwartungswertes legt nun eine dhnlich
Definition des bedingten Erwartungswertes nahe, die im Fall quadratisch in-
tegrierbarer Zufallsvariablen funktioniert.

Satz 9. Sei X: (2, A, P) — R eine Zufallsvariable mit E[X?] < oo (d.h. X
ist quadratisch integrierbar) und F C A eine o-Algebra.

(a) Es ezistiert eine messbare Zufallsvariable Y : (Q, F, P) — R, die qua-
dratisch integrierbar ist und die mittlere quadratische Abweichung
E[(X — Y)?] minimiert.

(b) Diese Zufallsvariable Y ist eindeutig in dem Sinne, dass zwei auf (2, F)
messbare, die mittlere quadratische Abweichung minimierende Zufalls-
variablen fast sicher tibereinstimmen.

(¢) Fir alle quadratisch integrierbaren, messbaren Zufallsvariablen

Z: (Q,F,P) =R gilt E[(X —Y)Z] = 0.

Beweis: Dieser Satz ist eine Folgerung aus allgemeinen Eigenschaften von
Hilbertrdumen. Der zugrundeliegende Hilbertraum ist der Raum

L*(Q, A, P) = {X : (2, A) — R messbar mit E[X?] < oo}

quadratisch integrierbarer Zufallsvariablen, wobei zwei Elemente X und Y
dieses Raumes identifiziert werden wenn P{X = Y} = 1. Das Skalarproduct
auf diesem Raum ist

(X,Y) =E[XY]

und daher ist die Norm || X| = /E[X?]. Als Hilbertraum ist L?*(, A, P)
vollstdndig, das heifit das jede Cauchyfolge konvergiert. Das heifit expli-
zit, dass wenn (X,,) eine Folge von Zufallsvariablen auf (2,4, P) ist mit
E[X?] < oo fiir alle n und limy_, sup,, ;> E[(X, — X;,)%] = 0, so gibt es
eine quadratisch integrierbare Zufallsvariable X auf (2, A, P) so dass

lim E[(X, — X)* =0.

n—oo
Das beweisen wir als Ubungsaufgabe. Die mathematische Struktur des Hil-

bertraumes erlaubt die Definition von Projektionen auf Teilrdume, wie das
folgende Lemma zeigt.

Lemma 2.1. Sei V C L*(Q, A, P) ein vollstindiger linearer Teilraum und
X € L*(Q, A, P). Dann gibt es ein' Y € V, die Projektion von X auf V so

dass
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o [ X Y| =I:=mf{||X-W| : WeV},

o (X—-Y,Z)=0 firalle Ze€V.
Bemerkung: Sind Y, Z € V Projektionen von X auf V', so gilt

Y —Z|P =YY -2)-(2Y -2)=(X,Y - Z) - (X,Y - Z) =0,
also gilt Y = Z fast sicher.
Beweis des Lemmas: Wir wihlen eine Folge (Y},) in V' so dass

| X =Y,|| — I

Dann gilt

1K = Yall* + [|X = Yia||* = 21X = 5(Ya + Vo) |I®
=(X-Y, X-Y)+{X-Y,X-Y,
- 2<X - %(Yn + Ym)a X — %(Yn + Ym)>

= 1Yall® + 1Yll* = 311Ya + Yl [*

=2[5(Ya — Yl
Da %(Yn +Y,,) € V ist die linke Seite asymptotisch nichtpositiv und so-
mit ist (Y;,) eine Cauchyfolge und somit aufgrund der Vollstandigkeit von V'
konvergent gegen eine Zufallsvariable Y € V. Nach der Dreiecksungleichung
folgt

I<[IX =Y < [|X =Yall+ IY = Yol = 1,

und somit || X — Y| = [. Furalle Z € V gilt Y +¢Z € V fir t € R und

damit auch
X —Y —tZ|? > | X =Y,

woraus folgt, dass —2t(Z, X —Y)+?||Z||* > 0. Als Funktion von ¢ hat dieser
Ausdruck ein Minimum in ¢ = 0 und somit verschwindende Ableitung, wie
im Lemma behauptet.

Um den Beweis von Satz 9 abzuschliessen projizieren wir nun die Zufalls-
variable X € L?*(2, A, P) auf den vollstéindigen Teilraum

V= L2(Q,F,P) C L*(Q, A, P),

und erhalten Y. Da Y € V ist Y messbar auf ({2, F, P) und quadratisch inte-
grierbar. Die Eigenschaften in (a) und (c) folgen direkt aus Lemma 2.1. Die
in (b) behauptete Eindeutigkeit folgt aus der Eindeutigkeit der Projektion,
in deren Beweis wir nur die Charakterisierung der Projektion als Minimum
genutzt haben.
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Die im Satz konstruierte Zufallvariable Y ist die bedingte Erwartung von
X gegeben F. Wir erweitern die Definition nun auf den Fall integrierbarer Zu-
fallsvariablen X (beachte, dass jede quadratisch integrierbare Zufallsvariable
integrierbar ist, aber nicht umgekehrt). Dabei ersetzen wir die Approximati-
onseigenschaft in der vorherigen Definition durch eine Integralbedingung.

Satz 10. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, F C A eine o-Algebra
und X : (Q, A, P) — R eine integrierbare Zufallsvariable. Dann ezistiert eine
integrierbare Zufallsvariable Y mit den folgenden Eigenschaften

(1) Y: (2, F,P) — R ist messbar,
(2) fir alle Ereignisse F € F gilt/lFY dP = /1FX dP .

Diese Zufallsvariable Y ist eindeutig in dem Sinne, dass zwei Zufallsvaria-
blen, die diese Bedingungen erfiillen, fast sicher tibereinstimmen. Wir schrei-
ben Y = E[X|F] und nennen Y bedingte Erwartung von X gegeben F.

Beweis: Wir beweisen den Satz in drei Schritten. Zunéchst zeigen wir die
Eindeutigkeit, dann priifen wir, dass im Falle quadratisch integrierbarer Zu-
fallsvariablen die Zufallsvariable Y aus Satz 9 unsere Bedingung erfiillt, und
zuletzt erweitern wir die Existenzaussage durch Approximation vom Fall qua-
dratisch integrierbarer auf den Fall integrierbarer Zufallsvariablen.

Fiir den Beweis der Eindeutigkeit, seien Z; und Z, Zufallsvariablen, die die
Definition der bedingten Erwartung erfiillen. Wir nehmen an, dass P{Z; >
ZQ} > (. Da

O<P{Z1—Z2>O}: ll_)IIl P{ZI—Z2>1/TL},

existiert n € N so dass P{Z; — Zy > 1/n} > 1/n. Nach (1) liegt das Ereignis
F ={Z, —Zy > 1/n} in F. Wir folgern, unter Benutzung von (2) im
vorletzten Schritt, dass

1
n?

1
n

:/1FZ1dP—/1FngP:/1FXdP—/1FXdP:O,

ein Widerspruch. Folglich gilt P{Z; > Z;} = 0 und durch Vertauschung von
Z1 und Z5 auch P{Zl < Zg} = O, und somit P{Zl = ZQ} = 1.

Im Fall quadratisch integrierbarer X wéhlen wir Y wie in Satz 9 und
erinnern uns, dass

(X =Y, Z) =0 fiir alle Z € L%(Q, F, P).
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Fir F' € F wahlen wir Z = 17 und erhalten
/ X dP = (X, 15) = (Y, 1) = / 1Y dP.

Folglich ist Y eine bedingte Erwartung von X gegeben F.

Es bleibt nun, dies auf integrierbare Zufallsvariablen X zu erweitern.
Es geniigt dabei X > 0 zu betrachten. Wéhle X,, = X A n und beobachte,
dass X,, € L*(Q, A, P) und dass es somit bedingte Erwartungen Y, gibt.
Aus Satz 9(c) angewandt auf Z = 1y, .o sieht man, dass Y,, > 0 fast sicher.
Zudem sieht man auf diese Weise auch leicht, dass Y,, wachsend ist. Somit
existiert Y mit

Y = lim Y,,. fast sicher.

n—oo

Y: (Q,F,P) — R ist messbar und, da X,, T X schliessen wir aus dem Satz
von der monotonen Konvergenz, dass Y eine bedingte Erwartung von X
gegeben F ist.

Berechnung des bedingten Erwartungswerts (Beispiele):

e Sei F eine o-Algebra, die von einer endlichen oder abzéhlbaren Parti-
tion Ay, Ag, ... C Q erzeugt wird und X eine Zufallsvariable so dass

PU{X € AynA;) = /Afk(:v) dx fiir alle A € B.

Dann gilt

o

ElX|F] =Y Pl(if@ / +f(2) da.

e Wir betrachten Zufallsvariable X und Y, die endlich viele verschiedene
Werte {x1,...,2,} bzw. {y1,...,yn} mit positiver Wahrscheinlichkeit
annehmen. Die gemeinsame Verteilung sei gegeben durch

P(X =u2,,Y =y;)=p; firie{l,...,n},j € {L,...,m}.

Betrachten wir die von Y erzeugte o-Algebra F, so gilt

E[X|F] = % auf der Menge {Y = y;}.
i=1Pij

Beispiel: Wir betrachten als Beispiel wieder unsere Folge von Miinzwiirfen
mit der zur uniformen Zufallsvariablen 6 geprégten Miinze. Sei Y,, die Anzahl
der Kopfe unter den ersten n Wiirfen. Was ist der bedingte Erwartungswert
von #, wenn wir den Wert von Y,, beobachtet haben?
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Antwort: Wir betrachten die von der Partition {Y,, = k}, k = 0,...,n,
erzeugte o-Algebra F. Dann gilt auf der Menge {Y,, = k}, dass

") [ ORL(1 — B)"* df
(k) f@k(l — )=k db
Es gilt
k+1
k+1/q1 _ p\n—k — k1 _ pyn—Fk+1
/9 (1 0)"*do —n_k+1/9(1 0)"—+14p
- kE+1 k(1 p\n—kig k+1 k+1/1 _ pyn—Fk
_n_k+1/eu 0)"*do n_k+1/e (1— 0)"*do

woraus folgt

/9k+1(1 . e)nfkde —_

Damit ergibt sich auf {Y,, = k} dass

k+1 [ —k
1-0)" .
+2/e( 0)"*do

n

k+1
E|0|F] = )
9] n+2
beziehungsweise im allgemeinen
Y,+1
E|0|F] = )
9] n+2

2.1.4 Eigenschaften der bedingten Erwartung
Wir beobachten zunéchst zwei extreme Félle von bedingten Erwartungen:

e [Keine Information]
Wenn X: (2,4, P) — Rund F = {0, Q} so gilt E[X|F] = EX.

e [Vollstindige Information)|
Wenn X: (2, A4, P) — R und F = A so gilt E[X|F] = X.

Gegeben ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) und eine o-Algebra F C
A definieren wir eine Abbildung P[-|F]: A — [0, 1] durch P[A|F]| = E[14]F].
Die Axiome eines Wahrscheinlichkeitsmasses gelten dann fiir jede Wahl im
V Quantor jeweils fast sicher. Da es aber in der Regel iiberabzéhlbar vie-
le solche Wahlen gibt, kénnen wir nicht folgern, dass P[-|F] fast sicher ein
Wahrscheinlichkeitsmaf ist. Dennoch lassen sich viele Eigenschaften des Er-
wartungswertes auch auf bedingte Erwartungen iibertragen.

Proposition 2.2. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, F C A ei-
ne o-Algebra und X,Y integrierbare Zufallsvariable. Dann hat die bedingte
Erwartung die folgenden Figenschaften:
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Linearitiat Fir a,b € R fast sicher

E[aX +bY | F| = aE[X | F] + bE[Y | F].

Positivitat Wenn X > 0, so gilt E[X|F] > 0 fast sicher.
Monotone Konvergenz Wenn 0 < X,, 1 X, so folgt

E[X,|F] T E[X|F] fast sicher.

Lemma von Fatou Wenn 0 < X,, und E[X,|F] < oo, so gilt

Elliminf X, | F] < liminf E[X,, | F] fast sicher.

n—oo n—

Dominierte Konvergenz Fuxistiert eine integrierbare Zufallsvariable Z mat
| Xo| < Z fiir alle n, und gilt X,, — X fast sicher, so folgt

E[X,|F] — E[X|F] fast sicher.

Den Beweis einiger dieser Aussagen empfehle ich als Ubungsaufgabe. Wir
betrachten hier die folgenden Eigenschaften der bedingten Erwartung.

Proposition 2.3. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, F C A eine
o-Algebra und X eine integrierbare Zufallsvariable. Dann hat die bedingte
Erwartung E[X|F] die folgenden Eigenschaften:

Turmeigenschaft Sei G C F eine o-Algebra, so gilt

E[E [X|F] ‘Q] = E[X|G] fast sicher.

Bekanntes Rausziehen Wenn Z: (0, F, P) — R messbar und beschrinkt
ist, so gilt
E[ZX|F] = ZE[X|F] fast sicher.

Insbesondere gilt, wenn X selbst (2, F) messbar ist, so ist E[X|F] = X
fast sicher.

Unabhingigkeit Ist X unabhdngig von den Ereignissen in F, so gilt
E[X | F] = E[X] fast sicher.
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Beweis: Wir diirfen annehmen, dass X > 0 in allen Beweisteilen.

Fiir die Turmeigenschaft beachte, dass die linke Seite der Gleichung beziiglich
(©, G) messbar ist und, fiir alle G € G C F,

/1GJE[E[XyF] 9] ap - / 16 E[X|F] dP = /1GXdP.
Also erfiillt der Integrand der linken Seite alle Bedingungen fiir die bedingte

Erwartung E[X|G].

Fiir Bekanntes Rausziehen beobachte, dass ZE[X|F] messbar und inte-
grierbar auf (2, F, P) ist. Es bleibt zu zeigen, dass fiir F' € F,

/1FZXdP:/1FZE[X|]-"] P,

dann folgt, dass ZE[X|F| bedingte Erwartung von ZX gegeben F ist. Die
Gleichung gilt fiir Z = 1y, H € F nach Definition und folgt fiir beschrankte,
messbare Z durch Anwendung des Satzes von den monotonen Klassen.

Der Spezialfall gilt, da unter den gegebenen Voraussetzungen X selbst die
Bedingungen einer bedingten Erwartung von X gegeben F erfiillt.

Fiir die Unabhingigkeitseigenschaft beobachte, dass E[X]| konstant und
somit messbar beziiglich F ist. Wenn X unabhingig von den Ereignissen

in F ist, so ist X auch unabhingig von jeder messbaren Zufallsvariablen
Y: (2, F,P) — R, und somit folgt E[XY]| = E[X]E[Y]. Insbesondere gilt

/1FX dP =E[1pX] =E[1p| E[X] = P(F)E[X] = /1F]E[X] dP.

Also ist die konstante Funktion E[X] bedingte Erwartung von X gegeben F.

2.2 Martingale

2.2.1 Martingale und Supermartingale

Martingale sind stochastische Prozesse, die fairen Spielen entsprechen. Der
Begriff ist aus einer Strategie beim Gliicksspiel abgeleitet.

Definition: Sei (X,, : n > 0) ein stochastischer Prozess, also eine Folge von
Zufallsvariablen definiert auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P), und
(Fn : n > 0) eine Filtration, also eine wachsende Folge

FoCFHCFC...CA
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von o-Algebren. Wir sagen dass (X,,) an die Filtration adaptiert ist, wenn
X,: (2, F,) — R messbar ist, fiir alle n > 0.
In den meisten Féllen betrachten wir die natiirliche Filtration des Prozesses.

Offensichtlich ist jeder Prozess an seine natiirliche Filtration adaptiert.

Definition: Ein Prozess (X,,: n > 0) ist ein Martingal beziiglich der Fil-
tration (F,: n > 0), wenn

e er an die Filtration adaptiert ist,
e X, integrierbar ist fiir alle n, und
e E[X, | F,_1] = X, fast sicher, fiir alle n > 1.

Gilt nur < in der letzten Gleichung, so ist (X,,) ein Supermartingal, gilt
> so ist (X,,) ein Submartingal.

Wir betrachten gleich ein paar interessante Beispiele.

(1) Irrfahrten. Seien X3, X5, ... unabhéngige Zufallsvariable mit E| X,,| <
oo und EX,, = 0. Setze S,, = >_;_; X, und (F,: n > 0) die natiirliche Fil-
tration des Prozesses (S,,: n > 0). Dies ist auch die natiirliche Filtration der
(X,:n >1). Dann gilt fir n > 1,

n—1
B[Sy | Foca] = B[ D X+ X | Fo|
k=1
n—1
= ZX’“ +EX, = S,_1 fast sicher,
k=1

also ist die Irrfahrt (S, : n > 0) ein Martingal.

(2) Zufillige Produkte. Seien Xi, Xy, ... unabhéngige nichnegative
Zufallsvariable mit EX,, = 1. Sei

M, = ﬁ Xk
k=1

und (F,,: n > 0) die natiirliche Filtration des Prozesses (M (n): n > 0). Dann
gilt

E[Mn ‘ fnfl} =M, E [Xn| «/T_‘nfl] =M, \EX, = M,_;.
Also ist (M(n): n > 0) ein Martingal.
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(3) Akkumulation von Information iiber eine Zufallsvariable.
Sei (F,) eine beliebige Filtration und X eine integrierbare Zufallsvariable
auf (2, 4, P). Setze X,, = E[X|F,], was wir als beste Approximation an X
gegeben die Information zur Zeit n interpretieren. Die Martingaleigenschaft
von (X, : n > 0) folgt aus der Turmeigenschaft der bedingten Erwartung

E[X, | Fuo1] =E[E[X | Fo] | Foot] =E[X | Fooa] = X1

(4) Galton Watson Prozesse. Sei p = (po, p1, p2, . - .) eine Wahrschein-
lichkeitsfolge. Der Galton Watson Prozess (X,: n > 0) mit Nachkommens-
verteilung p ist ein wie folgt konstruierter Verzweigungsprozess. Seien Y,”,
k,n > 1, unabhingige Zufallsvariable mit P(Y;* = i) = p;, und definiere X,
rekursiv durch Xy = 1 und

Xn

Xnp1 = ZYk”H fir alle n > 0.

k=1

Wir nehmen an, dass
o= Z kplm
k=0

die erwartete Anzahl der Nachkommen, endlich ist. Setze
Fo=0Y)" :m<nk>1)

und bebachte, dass (X,,) an die Filtration (F,,) adaptiert ist. Dann gilt

X1 | Fa) ZE Leex, Vi Fo] =D Liex, B[V ] = p X,

k=1

wo wir bekanntes rausgezogen haben und Unabhéngigkeit genutzt haben.
Folglich ist (X,,) ein Martingal genau dann wenn y = 1, und ein Supermar-
tingal wenn p < 1.

(5) Polyas Urnenschema. Zur Zeit 0 entélt eine Urne eine schwarze und
eine weifle Kugel. Zu jedem Zeitpunkt n = 1,2,... wird eine Kugel zufillig
aus der Urne gezogen und zusammen mit einer weiteren Kugel derselben
Farbe zuriickgelegt. Zur Zeit n sind also n + 2 Kugeln in der Urne, davon
B, 4+ 1 schwarze, wobei B,, die Zahl der zur Zeit n gezogenen schwarzen
Kugeln ist. Sei
B,+1
n+2
der Anteil der schwarzen Kugeln in der Urne zur Zeit n. Wir zeigen, dass
(M,,: n > 0) ein Martingal ist beziiglich der natiirlichen Filtration (F,: n >
0) von (By,: n > 0).

n:
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Seien (X,: n > 0) Zufallsvariable, wobei X,, den Wert eins annimmt,
wenn im nten Schritt eine schwarze Kugel gezogen wird, ansonsten ist X,, =

0. Dann ist B, = X; + -+ + X,,. Es gilt P(X; =1) = P(X; =0) =1/2 und

k+1
n-+1

P(X,=1|B,.1=k) = for0<k<n-1n>2.

Fiir die bedingte Erwartung heifit das, dass

B,,_ 1
E[X, | Foi] = 220 fir > 2,
n+1
Fiir n > 1 folgt
B, +X,+1
PR

B, 1+1 X

e R[] A

n -+ 2 * n -+ 2 !

anl_'_l anl—i_l anl—i_l_

n—1,

n+ 2 (n+1)(n+2) n+1

womit die Martingaleigenschaft gezeigt wére.

Wir ziehen nun einige Konsequenzen aus der Definition. Fiir jedes Mar-
tingal (X,,) folgt aus der Turmeigenschaft, dass fiir m < n,

E[X,|F) = EE[X| Foci] | Fu]l = E[Xp 1| F] = . = X -
Nimmt man den Erwartungswert, so folgt
E[X,] = E[X,] fiir alle n.
Es folgt aus der Definition dass, fiir jedes Martingal (X,,: n > 0),
E[X, — X,_1|Fp_1] =0. (2.1)

Interpretiert man (X,,: n > 0) als das Kapital eines Spielers zur Zeit n heifit
das, dass das Spiel fair ist, denn der erwartete Profit ist stets null. Im Super-
martingalfall ist der ewartete Profit negativ, und das Spiel ist unvorteilhaft.
Wir verallgemeinern diese Beobachtung jetzt weiter.

Sei (C, : n > 1) der Einsatz im nten Spiel. Ein Spieler wihlt seinen
Einsatz C, auf der Basis des bisherigen Speilverlaufs, das heifit C, muss
messbar beziiglich F,,_; sein.

Definition: Ein Prozess (C,, : n > 1) heiit prdvisibel wenn C,, messbar
beziiglich F,,_; ist.
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Der Gewinn im nten Spiel ist dann C,,(X,, — X,,_1) und der Gesamtgewinn
nach n Spielen ist

Yo=Y Cu(Xy—Xpq) = (CoX),.
k=1

Der Prozess ((C' ® X),,: n > 0)) heiit Martingaltransformation von (X,,)
durch (C,,). Die Frage ist nun: Kann man die Einsétze (C),) so wéhlen, dass
der erwartete Gesamtgewinn zu einer festen Zeit positiv ist? Leider ist die
Antwort auf diese Frage negativ.

Proposition 2.4 (Man kann das System nicht besiegen). Sei (C,,: n > 1) ein
beschrinkter, pravisibler Process, d.h. es existiert C' > 0 so dass |Cp(w)| < C
fir allen > 1 und w € Q. Ist dann (X,,: n > 0) ein Martingal, so ist auch
((C e X),: n >0) ein Martingal. Ausserdem gilt (C @ X)g = 0 und somit
E[(C e X),] =0 fir alle n > 0.

Beweis: Y,, := (C e X), ist integrierbar, da C,, beschrénkt ist und nach
Definition ist Y,, messbar beziiglich F,,. Wir berechnen

E[Y,|Fo_1] = E[i Cn( Xy — Xo)

k=1
1

- Ok(Xk - ch—l) + Cn]E[Xn - Xn—1|]:n—1] - Yn—l .
1

fn_l}

3
|

£
Il

Das komplettiert den Beweis.

Bemerkungen:

e Ist C;, > 0 und (X,) ein Supermartingal, so ist auch ((C' e X),) ein
Supermartingal.

e Definiert man Martingale in stetiger Zeit, so stellt das stochastische
Integral ein Analogon zur Martingaltransformation dar. Stochastische
Integration ist eine wichtiges Thema in der Wahrscheinlichkeitstheorie,
sieche WT2.

Beispiel: Sei Y,, die Anzahl der Male in denen Kopf gewiirfelt wurde unter
den ersten n Wiirfen mit der nach einer uniform verteilten Zufallsvariablen
gepriagten Miinze. Zeige, dass

ein Martingal definiert.
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Antwort: Es gilt auf {Y,, = k} dass
E[Y, 1| F] = (k + DE[Xps1 = Kopf|F,] + KE[X,11 = Zahl|F,)]

(1) JOF(1 = 0)"*((k +1)0 + k(1 — 6))df
(i) S OM(1 = 0)m—*do

Es gilt

/ek(1 — )" (k+1)0 + k(1 —0))do = /9’“(1 — )"0+ k)do

— / OF (1 — 0)"Fdh + / kO*(1 — 0)"*dg.

und (siehe letztes Kapitel)

k1
/ G1(1 — 6y *dp = / 6*(1 — 0)"*de.
n+2
Damit ergibt sich
k1
EYou|F] = 02 4k
[Yog1| Fol D) +

) k
und somit auf {Y,, = k} = {M,, = nlé

kE+1 k+1
(n+2)(n—|—3)+n+3
k+1+(E+D)(n+2) k41
B (n+2)(n+3) Cn+2

E [Mn-i-l |~Fn} =

2.2.2 Der Stoppsatz von Doob

Wir betrachten nun eine Klasse von zufélligen Zeiten, die sogenannten Stopp-
zeiten. Intuitiv heifit eine zuféllige Zeit Stoppzeit fiir einen stochastischen
Prozess, wenn Kenntnis des Prozesses zur Zeit n ausreicht, um zu entschei-
den, ob die Stoppzeit zur Zeit n eingetreten ist, oder nicht. Die formale De-
finition benutzt eine Filtration, um die fortschreitenden Erkenntnisse iiber
den Verlauf eines Prozesses zu modellieren.

Definition: Sei (F,: n € Ny) eine Filtration eines Wahrscheinlichkeitsrau-
mes (2, A, P). Eine Zufallsvariable T': Q — Ny U {oo} heifit Stoppzeit wenn

{T<n}={w: T(w)<n}eF, furallen eNy.
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Eine dquivalente Bedingung ist {T' = n} € F, fiir alle n € Ny. Dies folgt, da
die erste Definition impliziert, dass {T'=n} = {T < n}\{T <n—-1} € F,,
und die zweite Definition impliziert, dass {T' < n} = J,_{T = k} € F..

Interpretiert man das Martingal (X,,) als faires Spiel, so sind die Stoppzei-
ten diejenigen zufélligen Zeiten, zu denen man ein Spiel beenden kann (und
den Gewinn oder Verlust erhalten kann). Wenn wir die durch eine Stoppzeit
T gegebene Strategie verfolgt, und bis zur Stoppzeit eine Geldeinheit pro
Martingaleinheit einsetzt, so ist der Einsatz

Con =lpmery =1 = Yranny

messbar beziiglich F,,_; und somit (C,) pravisibel. Die Gewinne werden
durch den Prozess
(CoX)y=> CielXy—Xp1) = Xran — Xo

k=1

gegeben. Definiere (XT: n € Ny), den zur Zeit T gestoppten Prozess (X,,),
durch
X (@) = Xr@pan(w) .-

Dann ist (X — X) die Martingaltransformation von (X,,) durch den Pro-
zess C'. Proposition 2.4 kann angewandt werden und ergibt:

Proposition 2.5 (Elementarer Stoppsatz). Ist (X,,) ein Martingal und T
eine Stoppzeit, dann ist auch (X)) ein Martingal. Insbesondere gilt

E[X7nn] = E[Xo] fiir alle n.
Ist X ein Supermartingal, so ist auch (XT) eines und es gilt daher
E[X7nn] < E[Xo] fir alle n € Ny.

Beispiel: Wir betrachten eine einfache symmetrische Irrfahrt. Dazu seien
Y1, Y5, ... unabhéngige Zufallsvariable mit Verteilung

P{Y, =1} =P{Y, =1} = %,
und

X, = iYk.
k=1

Wir haben bereits gesehen, dass (X,,) ein Martingal (beziiglich der natiirlichen
Filtration) ist. Sei
T=inf{n>0:X,=1}.
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Offensichtlich ist T eine Stoppzeit. Eine Ubungsaufgabe zeigt, dass P{T <
oo} = 1. Unsere Proposition sagt, dass

E[XT/\n] = ]E[Xo] fir alle n.
Da aber T' < oo fast sicher, gilt X = 1 fast sicher und somit
1=EX;r #EX,=0.

Man kann also den Grenzwert n — oo auf der linken Seite der vorletzten
Gleichung nicht mit dem Integral vertauschen. In gewisser Hinsicht zeigt die-
ses Besipiel, dass man das System besiegen kann, wenn man einen unendliche
Menge Zeit und Kapital hat.

Das Beispiel ermuntert uns, nach Kriterien zu suchen, wann EX; = EX|.
Dies ist eine Frage der Vertauschung von Integral und Grenzwert und kann
mit Hilfe unserer Vertauschungssétze gekléart werden.

Satz 11 (Stoppsatz von Doob). Sei T eine Stoppzeit und (X,,) ein Martingal.
Dann ist Xp integrierbar und
E[X7] = E[Xo],
wenn eine der folgenden Bedingungen gilt:
(1) T ist beschrankt (d.h. es ezistiert N so dass T'(w) < N fir alle w),

(2) T ist fast sicher endlich und (X,) beschrankt, (d.h. es existiert K so
dass | Xp(w)| < K fir alle n und w),

(3) E[T] < oo und es existiert K > 0 so dass, fir alle n und w, | X, (w) —
Xo1(w)| < K.

Ist (X,,) ein Supermartingal und eine der vorherigen Bedingungen oder die
Bedingung

(4) X is nichtnegativ und T fast sicher endlich.

gilt, so ist Xr integrierbar und E[Xr] < E[X].

Beweis: Wir nehmen an, dass (X,,) ein Supermartingal ist. Dann ist auch
(X7n) ein Supermartingal und, insbesondere, integrierbar mit

E[X7nn — Xo] <0.
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Fiir (1) folgt das Ergebnis durch die Wahl n = N. Fiir (2) betrachte n — oo
und benutze dominierte Konvergenz. Fiir (3) beobachten wir, dass

TAn
| X7ran — Xo| = ‘ Z(Xk — Xp-1)| < KT
k=1

Nach Annahme ist KT integrierbar und wir benutzen erneut dominierte Kon-
vergenz. Fiir (4) benutzen wir das Lemma von Fatou wie folgt

E[Xr] = E[lim inf X7,,] < liminf E[X7,,] = E[X(] .

n—oo n—o0

Die Aussage iiber Martingale folgt durch Anwendung auf die Supermartingale

(X,) und (=X,,).

Bei der Anwendung auf unser Beispiel miissen alle Bedingungen versagen.
Ein Blick auf Bedingung (3) ergibt folgende interessante Aussage.

Korollar 2.1. Fir eine einfache Irrfahrt ist die erwartete erste Treffzeit von
Level 1 unendlich.

2.2.3 Anwendungen des Stoppsatzes
Erstmaliges Auftreten eines Musters in unabhingigen Folgen

Aufgabe: Ein fairer Wiirfel wird wiederholt geworfen. Was ist der erwartete
erste Zeitpunkt an dem drei aufeinanderfolgende Sechsen geworfen wurden?

Losung: Seien X1, X5, ... die Augenzahlen der Wiirfe, das heifit eine Fol-
ge von unabhingigen Zufallsvariablen mit P(X; = k) = 1/6 fiir alle k €
{1,...,6}. Setze F,, = 0(X1,...,X,). Sei T der erste Zeitpunkt an dem drei
aufeinanderfolgende Sechsen beobachtet werden

T =min{n >3: X,, = X,,_1 = X,,_o = 6}.

T ist eine Stoppzeit und wir suchen E[T.

Wir argumentieren zunéchst, dass E[T] < oco. Fiir das Ereignis {T = k}
muss notwendigerweise in jedem Tupel (X541, Xsmi2, Xams) filr 3m+3 < k
eine von 6 verschiedene Zahl auftreten. Die Wahrscheinlichkeit hierfiir ist
1 —1/6% = 215/216 und die Ereignisse sind unabiingig fiir jedes m. Folglich
gilt .

Pr-n < (2977
216
und somit ist E[T] = > 27, kP(T = k) konvergent. Dieses Argument lie-
fert nur eine grobe obere Schranke und versetzt uns nicht in die Lage E[T]]
auszurechnen.

42



Wir machen das folgende Gedankenexperiment. Vor jedem Zeitpunkt n
erscheint ein Spieler und wettet einen Taler, dass der nichste Wurf eine 6
ergibt. Wenn er verliert geht er wieder, aber wenn er gewinnt erhélt er 6
Taler, die er alle auf eine 6 im (n + 1)ten Wurf setzt. Wenn er verliert geht
er wieder, aber wenn er erneut gewinnt erhélt er 36 Taler, die er alle auf eine
6 im (n + 2)ten Wurf setzt, und so weiter. Dieses Spiel ist fair, so dass der
erwartete totale Gewinn zu jedem Zeitpunkt n > 3 gleich dem Einsatz aller
Spieler zu diesem Zeitpunkt, also gleich n Taler, ist. Da T eine Stoppzeit ist,
die Bedingung (3) im Doobschen Stoppsatz erfiillt, gilt dies auch zur Zeit T
und somit gilt

E[T] = 6 + 6° + 6 = 258.

In der Tat, E[T] ist der erwartete Einsatz aller Spieler zur Zeit 7', und zu
diesem Zeitpunkt hat der letzte Spieler 6 Taler, der vorletzte 36 Taler und
der drittletzte 216 Taler gewonnen. Alle anderen Spieler haben ihren Einsatz
verloren.

Um diesen Ansatz rigoros zu machen setzten wir S, gleich dem Einsatz
aller Spieler zur Zeit n (also S, = 1+ 6 + - -+ + 6 wenn wir zur Zeit n in
einem Lauf von k Sechsen sind) und M,, = S, — n, insbesondere M, = 1.
Dann ist (M,,) ein Martingal, denn

E[Mp1|Fo] = (5/6)(1—(n+1))+(1/6)(6S,+1—(n+1)) =S, —n= M,.

Wir betrachten das gestoppte Martingal MT. Da E[T] < oo und |[M! —
MT ] <260, folgt nach dem Doobschen Stoppsatz, Teil (3), dass

1 =E[My) = E[My] =1+6+6*+6° - E[T],

woraus E[T] = 258 folgt.

Bemerkung: Dieses Argument lésst sich natiirlich auch auf das Auf-
treten beliebiger anderer Muster in u.i.v. Folgen iibertragen, siehe Ubungs-
aufgaben.

Das Ruinproblem
Seien X7, X5, ... unabhéingig, identisch verteilte Zufallsvariable mit
P(X;,=1)=p,P(X;=—-1)=g¢q, wobei0<p=1—g<1lundp>q.
Setze F,, = 0(Xi,...,X,) und wihle ganze Zahlen 0 < a < b. Sei
Sp=a+X1+--+X,,
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was das Kapital eines Spielers darstellt, der ausgehend von einem Startkapital
a ein vorteilhaftes Spiel spielt. Er spielt solange, bis er entweder Bankrott
geht, oder er das Zielkapital b erreicht. Die entsprechnde Stoppzeit ist also

T =inf{n e N : S, =0 oder S, =b}.

Aufgabe: Berechne die Ruinwahrscheinlichkeit P(Sy = 0), die erwartete
Spieldauer E[T] und das erwartetete Endkapital E[S7].

Losung: Wir zeigen zunéchst, dass ET' < oo. Das ist einfach, denn {T" = k}
impliziert, dass jedes Tupel (Xppt1, - .., X(nt1)p) mit (n+1)b < k mindestens
einen Schritt nach unten enthélt. Also fallt P(T" = k) exponentiell schnell
ab, und somit ist T integrierbar. Wir zeigen in den Ubungen, dass

M, = (%)Sﬂ und N, = S, — n(p — q)

Martingale definieren. Anwendung des Doobschen Stoppsatzes mit Bedin-
gung (3) auf (M,,) liefert, da |M,, — M, 41| < 1, dass

(%) = E[Mo] = E[M7] = P(Sr = 0) + (%)bP(ST —b).

Beachte P(Sy = b) =1 — P(Sr = 0) und daher

Daraus schliessen wir

1—

Anwendung von Satz 11 (3) auf (V,,), unter Beachtung von |N,, — N, 41| <
14 p+ q, liefert
a = E[No] = E[Ny] = E[Sr — T(p — ¢)] = E[Sr] - E[T](p — q),

woraus folgt, dass




2.3 Martingalkonvergenzsitze

2.3.1 Der Martingalkonvergenzsatz von Doob

Der Martingalkonvergenzsatz gibt eine hinreichende Bedingung fiir die Kon-
vergenz eines Martingals (oder Supermartingals) gegen eine Grenzvariable.
Zur Formulierung dieser Bedingung nennen wir eine Folge (X,,) von Zufalls-
variablen LP-beschrinkt, wenn K > 0 existiert, sodass

E[|X,P] < K fiir alle n.

Satz 12 (Doobscher Martingalkonvergenzsatz). Sei (X,,) ein Supermartin-
gal, das L*-beschréinkt ist. Dann existiert eine reellwertige Zufallsvariable X,
sodass

lim X,, = X fast sicher.

n—oo

Bemerkung: Ist X, nichtnegativ, so gilt
E|X,|=EX,=EX, =K
und somit ist X,, automatisch L'-beschriankt und lim,,_,., X,, = X existiert.

Die Beweisidee besteht darin, die Anzahl der Uberquerungen eines Intervalls
zu zéhlen. Grob gesprochen, wenn (X,,) nicht konvergiert, so oszilliert es und
iberquert daher ein Intervall [a, b] unendlich oft. Dann kann man die folgen-
de antizyklische Wettstrategie verfolgen: Wenn der Wert von (X,,) unter a
liegt, so setzen wir einen Taler bis der Wert wieder iiber b liegt. Wir gewin-
nen dabei bei jeder Uberquerung mindestens b — a Taler. Aber eine solche
Gewinnstrategie kann es nicht geben...

Fiir den rigorosen Beweis fixiere a < b und setze I = [a,b]. Die Anzahl
Un/|a, b] der Uberquerungen von [a, b] durch (X,,) bis zur Zeit N ist die grofite
ganze Zahl k so dass Zahlen

0<s51<t] <89 <tag< - <8, <tpr, <N

existieren mit X, < a und Xy, > b fiir alle 1 <7 < k. Dann ist Uy|a, b] eine
Zufallsvariable die folgende Ungleichung erfiillt.

Lemma 2.2 (Doobsches Uberquerungslemma). Sei (X,,) ein Supermartingal
und a < b. Dann gilt, fiir alle N,

(b —a)EUyla,b] <E[(Xy —a)7].
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Beweis: Wir betrachten die folgende Spielstrategie. Setze C) = 0 fiir
k =0,...,n1, wobei ny = min{k > 0: X; < a}. Dann setzen wir Cy = 1
fir k =mn; +1,...,ny wobei ng = min{k > n;: X3 > b}. Dann Cy = 0 fiir
k=mns+1,...,n3 wobei ng = min{k > ny: X} < a}, und so fort. Also ist

C1 = 1ixo<ay und C), = Lyc, =13 1yx,_ <ty + Ly, i=0y 1ix,_1<a) -
(C,,) ist pravisibel und wir betrachten die Martingaltransformierte
Yo=(CeX), =Y Cp(Xp— Xp1).
k=1
Nach Wahl unserer Strategie gilt
Yv > (b—a)Un[a,b] — (Xy —a)” .

Jede Uberquerung erhéht den Wert von Y,, um mindestens b — a und der
letzte Term trigt einer moglichen unvollstindigen Uberquerung am Ende
Rechnung. Da C prévisibel, nichtnegativ und beschrankt ist, ist (Y;,) ein
Supermartingal und

0 =E[Yo] > E[Yn] > (b — a)E[Un[a, b]] — E[(Xy —a)7],
wie behauptet.

Damit folgt, dass die erwartete Anzahl Uy|a, b] der Uberquerungen von [a, b]
durch (X,,) bis zur Zeit N beschrankt ist, wenn E[(Xy — a)~] beschrénkt ist.

Lemma 2.3. Sei (X,,) ein Supermartingal, das L'-beschrinkt ist. Dann gilt
fiir den monotonen Limes

Ula,b] := lim Uyla, b

N—oo

dass
(b — a)E[U][a,b]] < |a| +supE|X,| < co.

Insbesondere, P{Ul[a,b] = o0} =0.
Beweis: Nach dem Doobschen Uberquerungslemma gilt

(b= a)E[Uxla, bl] < E[(Xy —a)7] < |a| + E[Xy| < |a] + sup E[X,,| .

Durch Grenziibergang N — oo mit Hilfe von monotoner Konvergenz folgt
die Behauptung.
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Um den Beweis des Martingalkonvergenzsatzes abzuschlielen betrachten
wir nun das Ereignis

Mla,b] := {lirgiann < a<b<limsup X, }.

n—00 n—00
Wenn X,, weder konvergiert noch gegen +oo divergiert, so gibt es rationale
Zahlen a < b, sodass das Ereignis M|a,b] stattfindet. Findet aber M|a, b]
statt, so ist Ula,b] = oo. Aber das Ereignis, dass rationale Zahlen a,b mit
Ula, b] = oo existieren hat Wahrscheinlichkeit null. Folglich konvergiert (X,,)
gegen eine moglicherweise unendliche Zufallsvariable X. Nach dem Lemma
von Fatou aber gilt

E|X| = E[liminf | X,|] <liminfE|X,| < K < o0,
n—oo n—oo

und somit | X| < oo fast sicher. Damit ist der Martingalkonvergenzsatz be-
wiesen.

Beispiele. (a) Sei (X,,) eine einfache symmetrische Irrfahrt. Dann ist
(X,) ein Martingal, das nicht konvergiert. Wir wissen nidmlich, dass sowohl
0 als auch 1 unendlich oft besucht werden, was der Konvergenz widerspricht.
(X,,) ist offensichtlich nicht L!-beschriinkt.

(b) Ist Fy € F; C ... eine Filtration und X eine nichtnnegative, inte-
grierbare Zufallsvariable, so ist E|E[X|F,]| = EX < oo und es folgt aus dem
Martingalkonvergenzsatz, dass

lim E[X|F,]
n—o0

fast sicher existiert. Wir werden spéter notwendige und hinreichende Bedin-
gungen formulieren, wann dieser Limes gleich X ist.

(c) Betrachte den Galton-Watson Prozess (X,,) mit Nachkommensvertei-
lung gegeben durch (pg, p1, . . .) und mittlerer Nachkommenszahl

i np, = 1.
n=0

Da (X,,) ein nichtnegatives Martingal ist konvergiert es fast sicher gegen eine
Zufallsvariable X > 0. Da (X,,) Werte in den ganzen Zahlen annimmt gilt
somit X, = X fiir hinreichend groe n, fast sicher. Wenn p; < 1 (im Fall
p1 = 1 gilt trivialerweise X,, = 1 fiir alle n), so gilt fiir alle K und k£ > 0,

M
P{X, =k fur allen > K} < lim P(X,=k|X,.1=k)=0,

M —oc0
n=K+1
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und damit X = 0 fast sicher. Mit anderen Worten, der kritische Galton-
Watson Prozess stirbt in endlicher Zeit aus. Beachte aber, dass E[X,] = 1
fiir alle n. Die Konvergenz im Martingalkonvergenzsatz schliesst also nicht
Konvergenz der Erwartungswerte mit ein.

2.3.2 Uniform integrierbare Martingale

Die Beispiele zeigen, dass Konvergenze der Martingale besonders wertvoll
ist, wenn ausser den Martingalen selbst, auch die Erwartungswerte konver-
gieren. Wir untersuchen deshalb auch eine andere Art von Konvergenz, die
LP-Konvergenz, fiir p > 1.

Eine Folge (X,,) konvergiert in LP gegen eine Zufallsvariable X, wenn

lim E[|X, — X|’] = 0.

n—oo

Offensichtlich folgt aus L'-Konvergenz, dass auch lim,_,., EX, = EX.

Lemma 2.4. Seil < p < q. Wenn die Folge (X,,) in LY gegen X konvergiert,
so konvergiert sie auch in LP.

Beweis: Wir benutzen die Jensensche Ungleichung ¢(EY') < Ep(Y) fir die
konvexe Funktion ¢(x) = 29?7 und Y = | X,, — X|P. Damit ist

E[|X, — X["|" <E[|X, — X|] =0,

woraus die Behauptung folgt.

Lemma 2.5. Sei p > 1 beliebig.

(a) Wenn (X,,) in LP gegen X konvergiert, so konvergiert (X,) auch in
Wahrscheinlichkeit gegen X, das heifit fiir alle € > 0 gilt

lim P{|X, — X| >} =0.
n—oo
(b) Wenn (X,,) fast sicher gegen X konvergiert, so konvergiert (X,) auch
i Wahrscheinlichkeit gegen X.

Bemerkung Es gibt Folgen, die fast sicher konvergieren, aber nicht in
LP, siehe Beispiel (¢) oder auch das Beispiel in Abschnitt 1.2.3. Es gibt aber
auch Folgen, die in L? konvergieren, aber nicht fast sicher, siche Ubungen.
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Beweis: (a) Wir haben nach der Markovschen Ungleichung
P{|X, - X| > e} = P{|X, - X[ > &’} <e7E[|X, — X|"] = 0.

(b) Wenn X,,(w) — X (w), so gibt es ein n(w) mit | X, (w) — X (w)| < ¢ fiir alle
n > n(w). Dann gilt aufgrund der Stetigkeit von Wahrscheinlichkeitsmaflen

P{|X, — X| <e} > P{n(w) < n} = P{n(w) < oo} = 1.

Definition: Eine Folge (X,,) von Zufallsvariablen heifit uniform integrierbar
wenn fir alle € > 0 ein K > 0 existiert mit

E[1{x, >k} |Xn]] < € fiir alle n.
In den folgenden Beweisen wird das folgende Lemma niitzlich sein.

Lemma 2.6. Sei X integrierbare Zufallsvariable. Dann gibt es fiir alle € > 0
ein § > 0, sodass fir alle F € A mit P(F) < 0 gilt

Beweis: Wenn das fiir ein £ > 0 nicht gilt, so gibt es eine Folge F(n) € A
von Ereignissen mit P(F(n)) < 27" und Elp,)|X| > . Dann betrachten
wir das Ereignis H dass unendlich viele der Ereignisse F'(n) stattfinden. Wir
erhalten P(H) =0, da

P(H) < P( U F(n)) <Y P(Fm) <Y 2 =2 ",

Gleichzeitig gilt aber auch

E[1y]X]] :/limsuplF(n)|X|dPZlimsup/lp(n)|X|dP25,

n—oo n—o0

nach dem Lemma von Fatou. Das ist ein Widerspruch.

Proposition 2.6.

(a) Gibt es eine integrierbare Zufallsvariable Y mit | X,| <Y fir alle n,
so ist die Folge (X,) uniform integrierbar. Insbesondere ist jede be-
schrdnkte Folge von Zufallsvariablen uniform integrierbar.

(b) Ist die Folge (X,) LP-beschrinkt fir ein p > 1, so ist sie uniform
integrierbar.
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(c) Ist die Folge (X,,) konvergent in L', so ist sie uniform integrierbar.
(d) Jede uniform integrierbare Folge ist L'-beschrinkt.
(e) Es gibt L'-beschrinkte Folgen, die nicht uniform integrierbar sind.
Beweis: (a) Es gilt
Ellgx, > x| Xal] < Ellgy=m Y]
Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz gilt

ElY| = lim E[Lyyvi<iV]]-

Damit folgt limg o E[1fy>x}3|Y|] = 0 und zusammen mit der ersten Un-
gleichung folgt uniforme Integrierbarkeit der Folge (X,).

Fiir (b) nehmen wir an, dass sup,, E[|X,[?] < C fiir p > 1. Fiir jedes K gilt
E[1x, 5531 Xnl] < K'PE[1x, 551 XaP] < K'77C.
Uniforme Integrierbarkeit folgt durch geeignete Wahl von K.

Fiir (c) sei X integrierbar. Dann gibt es nach dem Satz von der monotonen
Konvergenz ein K > 1, sodass

E[1(xpsX]] < 2.

Nach Lemma 2.6 gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein § > 0, so dass P(A) < ¢ impliziert
E[14]|X]|] < e. Folglich finden wir bei gegebenem K ein N mit

E[l{x_x. o] X]] < % fiir alle n > N.
Daher gilt

E[1{x, 5261 Xnl] < E[1x,somy [ X[] +E[|X — X,]]
< IE‘[l{le>K}|X” + E[1{|X—Xn|>K}|X” + % <e,

fir alle n > N. Die endlich vielen verbleibenden Werte konnen durch eine
weitere Vergroflerung von K mit eingeschlossen werden.

Zum Beweis von (d) wihlen wir € = 1 und finden K > 0 mit

ElX,| <E[lyx, > Xal] + E[1gx.<xyXal] <1+ K.
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Fiir (e) sei U uniform verteilt auf (0,1) und
Xn =nl<imy 2 0.
Dann ist E|X,| = 1 und die Folge somit L!-beschrinkt. Da
E[1yx, >k} Xn|] =1 fiir alle n > K
ist die Folge nicht uniform integrierbar.

Der Hauptsatz dieses Abschnitts zeigt unter anderem, dass uniform inte-
grierbare Martingale immer konvergent in L' sind.

Satz 13 (Charakterisierung der L'-Konvergenz). Sei (X,,) Folge von Zufalls-
variablen, die in Wahrscheinlichkeit gegen eine Zufallsvariable X konvergiert.
Dann konvergiert sie genau dann in L', wenn sie uniform integrierbar ist.

Beweis: Wir wissen bereits aus der Proposition, dass L!-Konvergenz der Fol-
ge (X,,) uniforme Integrierbarkeit impliziert. Sei die Folge (X,,) nun uniform
integrierbar. Nach dem Lemma von Fatou gilt E|.X| < liminf[E|X,| < oo.
Fiir jedes K > 0 definieren wir die cutoff-Funktion

K ite > K
or(x) =< if |z <K
-K ifz<-K.

Aufgrund der uniformen Integrierbarkeit existiert K, sodass fiir alle n,

Ellex(Xn) — Xnl | < £ und Efjox(X) - X|] <%.

Da
i (X) — pr(Xn)| < X — X

folgt, dass (¢x(X,)) in Wahrscheinlichkeit gegen @i (X) konvergiert. Also
existiert [V sodass
P{|g0K(Xn) — o (X)| > %} < i flirallen > N .

Also gilt, fiir alle n > N,

Elok(Xn) — o (X)] < E[lfjpxxn)—ox(x)>e/6 95 (Xn) — 0x (X))
+ B[ (lpr (X0) o () <e/6} [0 (Xn) — i (X)]]
< 2K P{lpx(X,) —ox(X)| > 5} +5 < 5.

Nach der Dreiecksungleichung gilt, fiir alle n > N,

E[|X, — X|] <E[X, —ox(Xa)|+Elox(Xn) — ox(X)|+E[X —pr(X)| < e.
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Das komplettiert den Beweis.

Bemerkung: Nach Proposition 2.6(b), ist der Konvergenzsatz fiir uni-
form integrierbare Folgen eine Verallgemeinerung des Satzes von der domi-
nierten Konvergenz.

Zuriick zur Untersuchung von Martingalen. Sei (F,,) eine Filtration und
(X,) ein Martingal betiglich dieser Filtration. Der nichste Satz zeigt, dass es
fiir jedes uniform integrierbare Martingal eine Zufallsvariable X gibt, sodass
das Martingal Informationen iiber X akkumuliert.

Satz 14 (Konvergenzsatz fiir uniform integrierbare Martingale). Wenn das
Martingal (X)) is uniform integrierbar ist, so gibt es eine reellwertige Zu-
fallsvariable X, sodass

lim X,, = X fast sicher und in L.

n—oo

Ausserdem gilt, fir jedes n, dass X,, = E[X|F,] fast sicher.

Beweis: Da die Folge (X,,) uniform integrierbar ist, ist sie insbesondere L!-
beschréinkt und nach dem Doobschen Martingalkonvergenzsatz fast sicher
konvergent gegen eine reellwertige Zufallsvariable X. Nach dem Konvergenz-
satz fiir uniform integrierbare Folgen gilt diese Konvergenz auch im L' Sinne.
Um die letzte Aussage zu verifizieren priifen wir fiir X,, die Eigenschaften ei-
ner bedingten Erwartung. Offensichtlich ist X, messbar beziiglich F,. Sei
nun I’ € F,. Fiir alle m > n gilt nach der Martingaleigenschaft

/lemdP:/lendP.

Wir lassen m — oo, dann gilt
’/1FdeP—/1FXdP‘ < /|Xm—X|dP—>0,

und erhalten, wie gefordert,

/1FXdP—/1FXndP.
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Beispiel: Exponentielles Wachstum einer Population. Sei (X,,) ein
Galton-Watson Prozess mit mittlerer Nachkommenzahl p. Im kritischen Fall
i = 1 haben wir gesehen, dass der Prozess fast sicher in endlicher Zeit aus-
stirbt. Nun formulieren wir Voraussetzungen, dass der Prozess exponentiell
wdchst mit positiver Wahrscheinlichkeit. Angenommen die Nachkommens-
vertiuelung (gegeben durch die Folge (p,)) hat

e Mittelwert p=>° np, > 1 (superkritischer Fall),

e positive und endliche Varianz o2 = 7 n’p, — u°.

Wir haben bereits herausgefunden, dass
E[Xn+1 |Fn} = ,UXna

und somit definiert M,, = X,,/u™ ein Martingal. Da M) > 0 existiert eine
Zufallsvariable M > 0 mist

lim M, = M fast sicher.

n—oo

Wir wolen zeigen, dass P{M > 0} > 0. Dazu zeigen wir, dass (M,,) uniform
integrierbar ist. Daraus folgt ndmlich, dass

EM = lim EM, =1,

n—o0

und somit kann M > 0 nicht null sein, woraus folgt, dass P{M > 0} > 0.
Um uniforme Integrierbarkeit nachzupriifen, geniigt es zu seigen, dass (M,,)
L?-beschriinkt ist (siche Proposition 2.6(c)). Es gilt, fast sicher
E[Mﬂfn*l] = E[Msfl‘fnfl] + E[2Mnfl(Mn - Mnfl)‘fnfl]
+ E[(Mn - Mn—1)2|fn—1}
= MEL—l + E[(Mn - Mn—1)2|-Fn—1] .

Zur Berechnung des zweiten Terms betrachte
E[(Mn - Mn—1>2|-7:n—1] = N_QHEKXn - NXn—l)Q‘}—n—l}

und
anl

E [(Xn — uXp1)?| ]:n—l] =E {( (Y — M)>2

k=1

S Uk < X} 1HE S X0} B[ — w07 — ) | F]
=1

Jrn—l:|

[
K

1

RS

n—1

E[(Y? — p)?] = X,o10”.
k=1



Zusammengefasst
E[Mg] = E[Mg—l] + (UQ/Hzn)E[Xn—l] .

Nun gilt E[X,,_] = p"'E[M,_1] = ¢! und somit

2

o
E[M;] = E[M;_4] + —
1
woraus induktiv folgt, dass,
2 Tl
EM;]<1+o E T < 00,
1
k=1

und wir folgern, dass (M,,) L?-beschriinkt ist Insgesamt haben wir also ge-
zeigt, dass fast sicher gilt, fiir alle hinreichend grofien n,

M
X, = Mnﬂn > ?Mn’

sodass wenn M > 0, und damit mit positiver Wahrscheinlichkeit, der Galton-
Watson Prozess exponentiell wéchst.

2.3.3 Die Konvergenzsitze von Lévy

Satz 14 zeigt, dass jedes uniform integrierbare Martingal abgeschlossen ist,
was heifit dass es eine (versteckte) Zufallsvariable X gibt mit X,, = E[X|F,)]
fast sicher. Umgekehrt ist jedes abgeschlossene Martingal uniform integrier-
bar und konvergiert gegen die versteckte Zufallsvariable, wie der folgende
Satz zeigt.

Satz 15 (Lévyscher Konvergenzsatz fiir abgeschlossene Martingale). Sei X
eine integrierbare Zufallsvariable und (F,,) eine Filtration, so dass X messbar
ist beztiglich der o-Algebra, die von der Vereinigung aller F, erzeugt wird.
Definiere X,, = E[X|F,]. Dann ist (X,,) ein uniform integrierbares Martingal
und

lim X, = X fast sicher und in L'.

n—o0

Der wichtigste Beweisschritt ist das folgende Lemma.

Lemma 2.7. Sei X eine integrierbare Zufallsvariable und (F,,) eine Folge
von o-Algebren. Dann ist die Folge (E[X|F,]) uniform integrierbar.
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Beweis: Sei ¢ > 0 gegeben. Wihle nach Lemma 2.6 ein 6 > 0 so, dass
fiir alle ' € A,
P(F) <6 = E[lp|X|] <e.

Nun wahlen wir K grofler als E|X|/d. Durch getrennte Betrachtung des
Positiv- und Negativteils von X erhalten wir, fast sicher,

E[XIF]| < E[IX]]F],

und somit

KP{|E[X|F)]| > K} = E[Kl{sx|755] < E|E[X]F]]
< E[E[X]||F.)]] = E[X],

und schlie3lich
E| X]|
P{EX|F,]| > K} < — <.

Dieses Ereignis liegt in F,,. Nach Definition der bedingten Erwartung gilt
daher, fiir alle n,

k= 1{IE[X|f7J|>K}|E[X|7n]|} < E{lqep s Bl X 1P
= E[1gexirs 0 X]] <e.
Das komplettiert den Beweis.

Beweis des Konvergenzsatzes. Wir wissen bereits, dass (X,,) ein Mar-
tingal und uniform integrierbar ist. Also gibt es eine Zufallsvariable Y, sodass

lim X,, =Y fast sicher und in L'.

n—o0

Um zu zeigen, dass X =Y fast sicher, nehmen wir oBdA an, dass X > 0,
und somit auch X,, > 0 und Y > 0 fast sicher. Beobachte, dass

E[X] = E[X,] — E[Y].

Definiere Wahrscheinlichkeitsmafie P, und P, auf A (definiert auf der o-
Algebra, die von der Vereinigung der F,, erzeugt wird) durch

1 1

Nun ist F := | F, ein schnittstabiles Erzeugendensystem ist, das A erzeugt.
Wenn A € F,, so gilt fiir alle m > n,

1 1
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Des weiteren,

: 1 1

m— 00

wobei die erste Gleichheit aus der L!'-Konvergenz folgt. Der Eindeutigkeits-
satz liefert nun Py(A) = Po(A) fiir alle A € A. Sei A = {X > Y} € A
Dann wiirde P(A) > 0 nach Definition, P;(A) > P,(A) implizieren, ein Wi-
derspruch. Also ist P(A) = 0, und somit X <Y fast sicher. Der Beweis folgt
mit Vertauschung der Rollen von X und Y.

Der obige Satz heifit auch Lévy’s upward theorem. Sein Partner, Lévy’s
downward theorem betrachtet schrumpfende, statt wachsender, o-Algebren.

Satz 16 (Lévyscher Riickwartskonvergenzsatz). Sei {G_,, : n > 0} eine
Familie von o-Algebren, sodass

Goooi=[1G4C - CGnC--CG2CG .
k=0

Sei X eine Zufalllsvariable und
X, =E[X|G_,].

Dann gilt

lim X_, = E[X|G_o] fast sicher und in L.

n—oo
Beweis: Sei N eine positive ganze Zahl. Wir betrachten die Filtration (F,)
gegeben durch

fn - g(n—N)/\(—l)
und den adaptierten Prozess Y, = X(,—n)a(-1). Nach der Turmeigenschaft
ist
EY, | Fooi] = E[E[X | Gn—N)A(=1)] ‘g(nflfN)/\(fl)

=K [X ‘ g(n—l—N)/\(—l)] =Y, 1,

und somit ist (Y;,) ein Martingal. Wir erhalten vom Uberquerungslemma,
dass

(b— a)E[Un|a, b] < E[(X_; — a)7].

Grenziibergang N — oo ergibt, dass fast sicher die Anzahl der Uberquerungen
von [a, b] durch den Prozess (X_,,) endlich ist. Da dies simultan fiir alle ratio-
nalen Paare a < b gilt, kann man wie im Martingalkonvergenzsatz argumen-
tieren und erhélt , dass lim X_,, = X__ fast sicher existiert. Nach Lemma 2.7
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ist die Folge sogar uniform integrierbar und somit gilt die Konvergenz auch
in L'. Um zu priifen, dass X ., = E[X|G_..], beobachtet man, dass fiir alle m

und G € G_o CG_pn,
/1GX dP:/ngm 4P,

und durch m — oo erhélt man, dass X_, eine bedingte Erwartung von X
gegeben G_, ist.

2.3.4 Der Doobsche Zerlegungssatz

Wie weit ist eine allgemeiner, adaptierter Prozess X davon entfernt ein Mar-
tingal zu sein? Kann man vielleicht eine Drift definieren, die man von X
abzieht, um es zu einem Martingal zu machen? Die Antwort ist, unter schwa-
chen Voraussetzungen, positiv, wie das folgende wichtige Resultat zeigt.

Satz 17 (Doobscher Zerlegungsssatz). Sei (F,, : n > 0) eine Filtration und
(X, : n>0) ein adaptierter Prozess mit E|X,,| < oo fiir alle n > 0. Dann
existiert

e cin Martingal (M, : n > 0) with My =0, and
e cin pravisibler Process (A, : n > 1) mit Ag =0,

sodass
X, — Xo =M, + A, fir allen > 0. (2.2)

Zudem stimmen alle Prozesspaare (M, A), die dies erfiillen, fast sicher iberein
und X ist ein Submartingal genau dann wenn der Prozess A monoton wach-

send ist, das heifit wenn P{A, < A,41Vn} = 1.

Beweis: Sei (M, A) ein Prozesspaar wie oben. Dann gilt, fast sicher, dass

E[Xn - X |‘Fn71] = E[Mn - M, ’anl] + E[An - Anfl ‘ fnfl}
= An - An—h

da (A,,) prévisibel ist und (M,,) ein Martingal. Daraus ergibt sich eine expli-
zite Formel fiir A,,, ndmlich
Ay =) E[X) — X1 | F(k — 1)] fast sicher.
k=1

Daraus folgt die Eindeutigkeit von (A,,) und schlielich auch von (M,,). Um-
gekehrt kann diese Formel benutzt werden, um (A,,) aus (X,,) zu definieren.
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Dann ist (A,,) pravisibel und M, = X,, — A,, — X definiert ein Martingal.
Aus der Definition von A, sieht man auch, dass die Submartingaleigenschaft
von (X,,) dquivalent dazu ist, dass (A,,) monoton wachsend ist.

Wir betrachten nun einen besonders interessanten Fall. Sei (M,, : n > 0)
ein Martingal mit My = 0 und E[M?] < oo fiir alle n > 0. Im allgemeinen
definiert X,, = M? kein Martingal, wohl aber ein Submartingal. Der Prozess
(M? : n > 0) hat daher eine Doobzerlegung

Mz =N, + A,, fir allen >0,

mit Nog = Ay = 0, wobei der Prozess (A,,: n > 0) wachsend ist und meist
als spitze Klammer oder wachsender Prozess von M bezeichnet und durch
(M), := A, notiert wird. Wir definieren die Zufallsvariable

(M) = lim (M),.

Der néchste Satz beinhaltet Konvergenzresutate, die nicht im Martingalkon-

vergenzsatz enthalten sind.

Satz 18. Sei (M, : n > 0) quadratisch integrierbares Martingal mit My = 0.
(a) lim,, o M, ezistiert (und ist endlich) fast sicher auf {{M) < c0}.
(b) lim, oo M, /(M), =0 fast sicher auf {{M)y = c0}.

Der Beweis benutzt die beiden folgenden Lemmas.
Lemma 2.8. Ist (M, : n > 1) ein Martingal mit EM? < oo, so gilt
E[(M, — My—1)* | Fuct] =E[M2 — M., | Fa].

Beweis: Wir benutzen die binomische Formel, ziehen bekanntes raus und
erhalten

E[(M, — My_1)* | Fuca] = E[M2| Fooa] = 2M, 1 E[M,, | Fri]
+E[M?_, | Foi]
=E[M; — M?_, | Fus].

Lemma 2.9 (Kroneckers Lemma). Ist (b,) eine Folge nichtnegativer Zahlen
mit b, 1 0o und (x,) eine reelle Folge. Dann gilt fiir s, = x1 + xo+ -+,
dass

o0
T . . Sp
E — konvergiert genau dann, wenn lim — = 0.
“ b n—oo b,
n—=
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Beweis: Ubungsaufgabe.

Nun beweisen wir Satz 18. Wir nehmen an, dass M, quadratisch inte-
grierbar ist, aber nicht dass es L2-beschrinkt ist, sodass Konvergenz nicht
aus dem Martingalkonvergenzsatz folgt.

Beweis von (a). Da A = (M) prévisibel ist gilt fiir alle £ > 1, dass
S := S(k) := inf {n >0: A, > k}

eine Stoppzeit ist. Wir zeigen nun, dass (M*®) = (M)*. Beachte, dass
{As < 00} = [ J{S(k) = o0} (2.3)
k=1

Fiir jedes feste k, ist der gestoppte Prozess A° privisibel, da fiir jede Borel-
menge B C R,

n—1

{AS € BY = U{S:r,AT € B}U ({An eB}N{S<n-— 1}0).
Daher ist (M%)? — AS = (M? — A)S = N¥ ein Martingal und daraus folgt
(M5) = AS. Der Prozess A® ist durch k beschréinkt und

E[(M;)*] = E[A]] + E[N;] = E[A]] <k,
woraus folgt, dass M*° L2-beschrinkt ist. Wir schliefen daraus, dass

lim MS®)

n—0o0

fast sicher existiert. Nach (2.3) gilt auf {(M)., < oo} dass ein k existiert mit
S(k) = oo, was den Beweis von (a) abschliefit.

Beweis von (b) Definiere den Prozess (W,, : n > 0) durch Wy = 0 und

Mk 1
g YeM
w., 1 —|—Ak =(YeM),,

wobei Y,, = 1/(1 + A,,) ein beschréankter, privisibler Prozess. Nach Proposi-
tion 2.4 ist (W,,) ein Martingal. Fast sicher gilt, nach Lemma 2.8,

2 b _ 2
E[(W — Wo1)*|Faa] = (1+An)2E[(M” My 1) Fna]
1 2 2 B 1
- mE [Mn - Mn—1|‘/__'n—1} = m(z‘ln — An—l)
(14+A) = (14 Anq) 1 1

< — _
- 1+ A4)(1+A,) 1+ A4,, 1+A4,
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und somit nach Lemma 2.8,

n

E(W), = EW? = ZE Wi =W => E[(Wp—Wi1)’] < 1.

k=1

Mit dem Lemma von Fatou folgt, dass E(W ), = E[liminf, ,.(W),] <
liminf,, . E[(W),] < 1, und somit (W), < oo fast sicher, sodass nach (a)
lim,,_,, W, existiert. Mit dem Lemma von Kronecker schliefen wir, dass fast
sicher S (M- M)
n . k=1 k-1
RISy i S P
woraus dann die Aussage folgt.

2.4 Anwendungen der Martingaltheorie

2.4.1 Eine elementare Black-Scholes Formel

Die Black-Scholes Formel zur Bestimmung von Optionspreisen ist ein zentra-
les Ergebnis der probabilistischen Finanzmathematik. Wir wollen in diesem
Abschnitt eine sehr einfache diskrete Variante dieses Resultats mit Hilfe der
Martingaltheorie diskutieren.

In unserem 6konomischen Modell gibt es zwei Arten von Wertpapiere:
Anleihen, die mit einer Rate r fest verzinst werden, und Aktien, deren Wert
fluktuiert. Wir schreiben S, fiir den Wert einer Aktie und B,, = (1 + )" By
fiir den Wert der Anleihe im Zeitintervall (n,n + 1). Ein Portfolio (A,, V;)
besteht aus A, Aktien und B, Anleihen, die der Eigner zur Zeit n halt.
Damit ergibt sch das Startkapital des Eigners als

Tr = X() = A[)SO + %BO

und durch Handel im Interval (0,1) kann der Eigner jedes Portfolio (A, V1)
erhalten, das die Bedingung = = A5y + V1 By erfiillt. Der Wert seines Port-
folios im Interval (1,2) ist dann

X1 = A15'1 + ‘/131
und so weiter. Der Gewinn im nten Spiel ist damit
Xn - anl = An(sn - Sn71> + Vn(Bn - Bn71)~

Wir haben B,,—B,,_1 = rB,_; und S,,—S,_1 = R,,S,_1 fiir eine fluktuierende
Rate R, und damit ergibt sich

Xn — Xn—l = TXn—l —+ AnSn—l(Rn — T‘).
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Betrachtet man den diskontierten Portfoliowert
Y, =0+r) "X,

so gilt
Y, — Y, 1= 14+7)""A,S, (R, —7).

In unserem Modell kann R, nur zwei moglich Werte annehmen, ndmlich
a € (—1,7) und b € (r, 00).

Problem: Eine européische Option erlaubt es ihrem Besitzer eine Aktie
zur Zeit n = N zum Preis K zu erwerben. Was ist ein fairer Preis fiir eine
solche Option zur Zeit n = 07

Eine Hedging Strategie mit Anfangswert x fiir die Option ist ein pravisibler
ProzeB ((An,V,): n € N) wie oben beschrieben, so dass X,, > 0 fiir alle
n € {0,...,N} und

XN = (SN — K)+
Beachte, dass die linke Seite der Wert des Portfolios zur Zeit N ist, und die
rechte Seite der Wert der Option zur Zeit N. Black and Scholes postulieren,
dass z ein fairer Preis der Option ist, wenn es eine Hedging Strategie mit
Anfangswert = gibt, sodass der Wert des Portfolios zur Zeit N unabhéngig
von Wertverlauf der Aktie gleich dem Wert der Option zu dieser Zeit ist.
Man beachte, dass diesem Ansatz kein stochastisches Modell zugrundeliegt.

Satz 19 (Black-Scholes Formel). Fine Hedging-Strategie mit Anfangswert x
existiert genau dann wenn

z=E[1+7) NSy — k)],

wobei sich der Erwartungswert auf das Modell von unabhdngig identisch ver-
teilten R, bezieht, die mit Wahrscheinlichkeit p = == den Wert b und mat

Wahrscheinlichkeit 1 — p = z:_:; den Wert a annehmen.

Beweis: Angenommen, eine Hedging Strategie existiert mit Anfangswert x
existiert. Wir betrachten u.i.v. Zufallsvariable €1, eq,... mit P(g; = 1) =p =
1 — P(e; = —1) und setzen

n

Zy=> (ex—2p+1).

k=1

(Z,) ist ein Martingal und wir kénnen R,, in unserem Modell ausdriicken als
1
Ry =1+ 5(b=a)(Zy = Zo-a).
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Damit konnen wir Y,, als Martingaltransformierte ausdriicken, ndmlich
Yo=Y+ (FeZ),

fir £, = (1+7) """ A,,S,,_1. Indebsondere ist (F,) priivisibel und beschrinkt
und (Z,,) ein Martingal. Damit ist auch (Y;,) ein Martingal nach Propositi-
on 2.4. Fiir Yy = z ist folglich

t=EYy =E[(1+7r) " Xy] =E[(1+r)"V(Sy — K)T],
wie behauptet. Nichthegativitdt von X,, wurde iibrigens nicht verwendet.

Nun miissen wir zeigen, dass fiir unsere Wahl von x eine Hedging Strategie
existiert. Wir definieren nun fiir unser Modell, dass

Y, =E[(1+7r)"(Sy — K)T|F,].

Dann ist (Y},) ein Martingal und wir zeigen gleich, dass ein préavisibler Prozess
(A,) existiert, sodass

Y, =Y, 1= 1+7r)""A,S, (R, —7). (2.4)

Wenn wir dies haben setzen wir X,, = (1+7)"Y,, und V,, = (X,, — A,,5,)/Bx.
Dann gelten die Formeln, die (X,,) und (A,,V,) in Beziehung setzen und
insbesondere ist ((A,,V,)) privisibel. Da Xo = Yy = 2 und Xy = E[(Sy —
K )*‘.7-" ~] = (Sy — K)™ haben wir die Hedging Strategie gefunden. Es bleibt
nur folgendes Lemma zu zeigen, das (2.4) impliziert.

Lemma 2.10. Sei (M,,: 0 < n < N) ein Martingal beziiglich der durch
Fn =0(e1,...,en) gegebenen Filtration und Z, = > ;_,(ex — 2p + 1). Dann
existiert ein pravisibler Prozess (H,,), sodass

M, =M+ Hy(Z — Zy1).
k=1

Beweis: Da M,, messbar beziiglich F,, ist, gibt es eine Funktion
fo: {-1L1}" >R
mit M,, = fn(e1,...,€,). Die Martingaleigenschaft liefert
0=E[M, — M,_1|F,_1]
=pfaler, . en—1, 1)+ (1 —p) fuler, oy en1, —1) — fua(€1, ooy En_1)-
Setzt man
folet, o ven1,1) = faoi(er, .. en1)

H, =
2(1—p)
_ fn—l(gla e 7571—1) - fn(ela <oy En—1, _1>
2p

so folgt das Resultat durch einfach algebraische Manipulation.
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2.4.2 Klassische Satze der Wahrscheinlichkeitstheorie

Das Null-Eins Gesetz von Kolmogorov ist ein niitzliches Hilfsmittel, um zu
erkennen, dass bestimmte asymptotische Ereignisse nicht zufillig sind.

Satz 20 (Kolmogorovsches Null-Eins Gesetz). Sei (X,,) eine Folge unabhdngig
identisch verteilter Zufallsvariablen. Definiere die o-Algebren

7:1 = O'(Xn+1,Xn+2, .. )

und die terminale o-Algebra

-
n=1

Jedes Ereignis A € T hat P(A) =0 oder P(A) = 1.

Beispiele terminaler Ereignisse sind
e {X, € A, fiur unendlich viele n},
e {lim,_,, X, existiert }, oder {limn_mo % Yo X = ,u}.

Beweis: Sei F, = o(X1,Xs,...,X,,) und Foo = 0(Xq, Xs,...). Beachte,
dass F,, und 7, unabhéngig sind. Fiir A € T definiere X = 1,4. Dann ist X
beschrénkt und messbar beziiglich F,. Der Lévysche Konvergenzsatz liefert

X = lim E[X | F,] fast sicher.

n—oo

Da X messbar ist beziiglich 7, ist es unabhénig von F,,, und die rechte Seite
ist somit E[X] = P(A). Das Ergebnis folgt, da die linke Seite nur Werte in
{0,1} annimmt.

Wir geben nun einen sehr eleganten Beweis des starken Gestzes der grofien
Zahlen von Kolmogorov mit Hilfe der Martingaltheorie. Dies ist ein Highlight

der Vorlesung.

Satz 21 (Starkes Gesetz der grofien Zahlen von Kolmogorov). Sei (X,,) eine
Folge unabhdingig identisch verteilter integrierbarer Zufallsvariablen und p
thr gemeinsamer Erwartungswert. Dann gilt

1
lim — Z X, = pu fast sicher und in L.
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Beweis: Setze S, = > ;_,; Xj. Sei G(—n) die von den Zufallsvariablen
STH Sn+17 STL+27 ce

erzeugte o-Algebra und G(—o0) die Schnittmenge all dieser Mengensysteme.
Wir zeigen zunéchst, dass

E[X1|G(—n)] = E[X1|o(S,)] = % fast sicher. (2.5)

Da G(—n) auch von den Zufallsvariablen S, X, 11, Xpt2, . . . erzeugt wird und
Xj unabhéngig von X, 1, X,,10, ... ist, folgt E[X1|G(—n)] = E[X;|o(S,)]. Es
gilt nach Definition der bedingten Erwartung

/1{5n€B}E[X1\J(Sn)] 0113:/1{37163})(1 dP = /flPX®”-“-“?es @Px.

wobei

fk(xla ce amn) = 1{x1+---+xn€B}$k
und Py die Verteilung der X; ist. Aufgrund der Symmetrie des Produktmas-
ses gilt, fiir alle k € {1,...,n}, dass

n times

/flPX®n'ti'n'les®PX:/kaX® S Py,

und somit

/1{Sn€B}]E[X1’O'<Sn)] dP:/l{SnGB}Xde

Insbesondere ist
E[X:]o(Sh)] = E[Xa|o(S,)] = - - = E[X,|o(Sn)],

und da die Summe dieser Terme E[S,|c(S,,)] = S, ergibt, folgt (2.5).
Nach dem Lévyschen Riickwértskonvergenzsatz gilt somit

1 . . Tl
T}Lrlgo - ZXk = JLIEOE[XHQ(—n)] = E[X;]G(—00)] fast sicher und in L.

k=1

Da der Grenzwert messbar ist beziiglich der terminalen o-Algebra 7 und
diese nach dem Null-Eins Gesetz von Kolmogorov nur Ereignisse mit Wahr-
scheinlichkeit 0 oder 1 enthélt, ist E[X;|G(—o00)] fast sicher konstant und
somit gleich p.

Als Anwendung des Doobschen Zerlegungssatzes diskutieren wir eine Ver-
allgemeinerung des Borel-Cantelli Lemmas.
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Satz 22 (Borel-Cantelli Lemma). Sei (E,, : n > 0) eine Folge von Ereignis-
sen mit E, € F,. Definiere X,, = E[1g, | F._1]. Dann gilt, fast sicher,

(a) Isty 2 X, < oo, so treten nur endlich viele der Ereignisse Ey, Es, . ..
ein.

(b) Ist > > X, = o0, so treten unendlich viele der Ereignisse E, Es, . ..
ein.

Bemerkung: Das klassische Borel-Cantelli Lemma folgt hieraus:

(a) E[X}] = P(Ex) und daher impliziert )~ , P(E,) < codassE[>" 7, X,,] <
oo und somit » .~ X, < oo fast sicher.

(b) Sind die Ereignisse (E,, : n > 0) unabhéngig, so setze F,, = o(Ey, ..., E,)
und beobachte, dass X = P(FE}).

Beweis: Sei Z,, = Zzzl 1g, die Anzahl der Ereignisse, die bis zur Zeit n
eintreten, und Y,, = Zzzl Xg. Dann definiert M,, = Z,, — Y,, ein Martingal,
und Z,, = M,, + Y, die Doobzerlegung des Submartingals (Z,, : n > 0). Wir
zeigen, dass

(M), = ZXk(l — Xi) <Y, fast sicher.
k=1
Dazu priift man nach, dass die Differenz von M? und der rechten Seite ein
Martingal ist, es gilt ndmlich

E[M? =) Xi(1 = X;) | Foci]
k=1

=M, | +E[(lg, — X,)* | Fact] = > Xi(1 - Xy,)

k=1
n—1
=M? | — ZXk(l — Xj) fast sicher.
k=1

Falls Yo, := > 7 X, < o0 ist (M)s < oo und Lemma 18(a) impli-
ziert, dass lim M,, existiert und endlich ist. Dann gilt 220:1 1g, < oo. Falls
aber Yo, = oo und (M), < o0, so ist auch lim M, existent und endlich
und somit Y .- 1p, = oco. Es bliebt der Fall (M), = co. Dann liefert Lem-
ma 18(b) dass lim,, o M, /(M), = 0, somit lim,_,. M, /Y, = 0 and schlief-
lich lim, o Z,/Y;, = 1. Daraus folgt aber >~ 15 = lim, ,o Z, = oc.
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2.4.3 Stochastische Optimierungsprobleme
Das Bellmansche Optimalitiatsprinzip

In einem fiir den Spieler vorteilhaften Spiel seien die Gewinne X1, Xo, ..., Xy
fiir den Einsatz einer Geldeinheit unabhéngig identische verteilte Zufallsva-
riable mit

Bei einem Anfangskapital von Y, mochte man die Einsdtze C),, so wéhlen,
dass die erwartete Verzinsung
Yy
[ tox (37
*\%
maximiert wird.

Sei F,, = o(Xy,...,X,). Wir nehmen an, dass
o YV, =Y, 1+ (C,X, das Kapital zur Zeit n ist,
e die Einsatze C,, préavisibel sind und C,, <Y,,_1.

Was ist die beste Strategie und welche erwartetete Verzinsung wird dadurch
erreicht?

Um diese Frage zu beantworten setzen wir R, = C,/Y,_1, das ist der
Anteil des Kapitals, den wir im nten Spiel einsetzen. Dann représentiert
R = (Ry,...,Ry) eine Strategie.

Lemma 2.11. Sei R eine (prdvisible) Strategie und definiere die relative
Entropie von (p,q) als

a = plog(2p) + qlog(2q)

Dann definiert

Y,
Mn = 10g <?> — na, MO =0
0

ein Supermartingal.

Beweis: Es gilt

E[M, | Fo1] = E| log (%) ~na| Foi|

= log (Y;/_l) —na + E[ log <Yi> ’ .7:”_1]

0 n—1
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Der letzte Ausdruck ist

E[ log ( Yn ) ‘ ]—"n_l} =E[ log (14 R, X,) | Fuoi] = plog (1+R,,)+qlog (1-R,,).

Yn—l

Wir zeigen, dass dies < « ist, was dquivalent ist zu

14+ R, 1-R,
plog( + )—l—qlog( ) <0.
2p 2q

Da log eine konkave Funktion ist gilt

1+ R, 1—R, 1+R, 1—R,
p10g< >+q10g( )SIOg(p +q )IO,
2p 2q 2p 2q

wie behauptet. Zusammengefasst

Y.
E[Mn|fn—1] §10g< Y1> —na+aoa= M, ;.
0

Dies ist die Supermartingaleigenschaft.

Der Beweis zeigt auch, fiir welche Strategie wir ein Martingal erhalten.

Lemma 2.12. Sei R* = (2p —1,...,2p — 1). Dann ist (M, : n > 0) ein
Martingal.

Beweis: Wir haben Gleichheit im Beweis von Lemma 2.11 indem wir R,, so

wahlen, dass
s (5 v (151 =1

Das ist dann der Fall, wenn 1 4+ R, = 2p und 1 — R,, = 2¢q, und beide
Gleichungen sind dquivalent zu R,, = 2p — 1.

Um die Anfangsfrage zu beantworten erhalten wir von Lemma 2.11 dass
fiir jede Strategie R gilt

]E[log <Y7]:>] < Na,

und fiir die Strategie R* = (2p —1,...,2p — 1) gilt

E[log (%)} — Na,

und das macht sie optimal.
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Das Sekretidrinnenproblem

Das folgende Optimierungsproblem wird auch Sekretérinnenproblem genannt:
N Kandidatinnen stellen sich bei einer Arbeitgeberin vor. Die Eignung der
1ten Kandidatin fiir den Job sei X; und X3, ..., X sind unabhéngige uniform
verteilte Zufallsvariable auf (0,1). Die Arbeitgeberin interviewt die Kandi-
datinnen nacheinander und bestimmt den Wert X; genau. Sie muss sofort
entscheiden, ob sie eine Kandidatin nimmt oder wegschickt, und die néchste
Kandidatin zum Interview bittet. Kandidatinnen kénnen nicht zuriickgeholt
werden. Das Problem ist also eine Stoppzeit T zu finden, die EX7 maximiert.

Lemma 2.13. Die Stoppzeit T* = inf{n >0 : X,, > a,,}, mit ay =0, und

1 2
an,1:§+%fﬁr1§n§N,

mazimiert EXp.

Beweis: Der Beweis erfolgt in vier Schritten. Im ersten Schritt zeigen wir,
dass fiir alle 0 < o < 1 gilt

E[X,Va] ==+ %2. (2.6)

N[ —

Um (2.6) zu priifen beobachte, dass

1
E[X,Va] = /x\/adx
0

oz2_1+042
2 2 2

Der zweite Schritt ist zu zeigen, dass fiir jede Stoppzeit T der durch
Yo =ap, und Y, = (Xpan) Vo, fir n > 1

definierte Prozess ein Supermartingal ist. Es gilt ndmlich auf dem Ereignis
{T <n—1}, dass

E[Yn | Fn—l] - IE[)(T/\n Voay, | ]:n—l} - XT Voay, S XT Va1 = Yn—la

wobei wir benutzen, dass «,, fallend ist. Auf dem Ereignis {T" > n — 1} gilt

2
E[Yn | anl] = ]E[Xn \ Oén} = % =u1 < Ynfla

N | —

+
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und damit ist die Supermartingaleigenschaft nachgewiesen.

Als dritten Schritt zeigen wir, dass fiir T = T* der Prozess (V) ein
Martingal ist. Auf dem Ereignis {7* < n — 1} haben wir, wie oben

E[Yn|Fn—1] = XT* Va, = XT*a

da X7« > ap« > a,_1 > «,. Beobachte, dass Y,,_1 = X7+ Va,_1 = Xp-. Auf
dem Ereignis {T* > n} gilt

2
oy,

E[Yn | ]:n—l} = E[Xn \ an] = 7 + 5 =01 = Yn—la

N —

und damit ist die Martingaleigenschaft nachgewiesen.

Im wierten Schritt zeigen wir schliellich, dass fiir jede Stoppzeit T' gilt
EX7 < EXp«. Dazu nutzen wir den Doobschen Stoppsatz der angewandt
auf die (durch N beschrinkten) Stoppzeiten liefert

E[XT] S ]E[XT vV OéT] == E[YT] S E[ng] = (),
und fiir unsere Wahl 7™,
E[XT*} == ]E[XT* vV OZT*] == E[YT*] == E[Yb} = .

Das komplettiert den Beweis.
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Kapitel 3

Markovketten in diskreter Zeit

3.1 Markovketten: Definition und Beispiele

Sei (X,,: n > 0) ein stochastischer Prozess in diskreter Zeit mit Werten in
einer abzdhlbaren oder endlichen Menge I. Sei auBlerdem (F,: n > 0) die
natiirliche Filtration dieses Prozesses. Die Intuition dabei ist, dass X,, den
Zustand des Prozesses zur Zeit n darstellt und F,, unser Wissen iiber alle
Zustande bis zur Zeit n reprisentiert.

Ein Prozess (X,,: n > 0) hat die Markoveigenschaft, wenn gilt
IP’(Xn+1 € A‘}"n) = IP’(Xn+1 € A‘O‘(Xn)) fiir alle A C I, fast sicher.

Das heif3t, dass der Zustand des Prozesses zur Zeit n + 1 nur vom Zustand
zur Zeit n abhéngt und, wenn dieser bekannt ist, nicht von dem Pfad des
Prozesses davor beeinflusst wird.

Wenn ein Prozess (X,,: n > 0) die Markoveigenschaft hat, so gibt es Abbil-
dungen p,: I* — [0, 1] mit
IP’(XnH = s‘}"n) = pn(X,, s) fir alle s € I, fast sicher.

Héngen die p,, nicht von n ab, so heiffit der Prozess homogen.

Definition: Der Prozess (X,,: n > 0) ist eine (homogene) Markovkette, wenn
es eine Abbildung p: I? — [0, 1] gibt mit

IP’(X”H = s‘}"n) = p(X,, s) fir alle s € I, fast sicher.

Die Verteilung der Markovkette (X, : n € N) ist damit gegeben durch
eine Startverteilung oder Anfangsverteilung (w; : i € I) und die Abbildung
p: I? = [0, 1], die wir als Ubergangsmatriz P = (p;; : i,j € I) auffassen. Wir
vereinbaren, dass (X,,) auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P,) stets eine
Markovkette mit Anfangswert x € I und Ubergangsmatrix P = (p;;: 4,5 € I)
ist.
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Umgekehrt ist eine Matrix P = (p;; : 4,j € I) genau dann die Ubergangsmatrix
einer Markovkette, wenn gilt p;; > 0 fiir alle ¢, 5 € I und

Zpijzl fiir alle ¢ € I.

jel
Die Verteilung der Markovkette ist dann gegeben durch

P(XO = ZL’(),Xl = T1,... ,Xn = an)

n

I

A

z
I

O)H]P(XZ = JIZ’|X7;_1 =Tj_1,... ,X() = 0)

= P(Xo = 0) HP(Xi = I1|Xi—1 = Ii—l) = WzoPxoz1 " Prp_12n>
fir alle xq,...,x, € I.

Beispiel 3.1. Ein Virus existiert in zwei Formen «, 8 und in jeder Gene-
ration bleibt es entweder gleich oder, mit Wahrscheinlichkeit p, mutiert in
die andere Form. Wenn das Virus urspriinglich in Form « ist, was ist die
Wahrscheinlichkeit, dass es nach n Generationen in derselben Form ist?

Sei X, die Form des Virus in der nten Generation. Dann ist (X,,) eine Mar-
kovkette mit Werten im Zustandsraum I = {a, }. Wichtig ist, dass die
Zufallsvariablen X,, and X, im allgemeinen nicht unabhdingig sind. Wir
beobachten

P{X, = o, X,,11 = a} = P{X,, = a and no mutation occurs in step n + 1}
= (1 =pP{X, = a},

P{X, = 0, Xpns1 = a} = P{X,, = f and mutation occurs in step n + 1}

und somit

P{Xn-i-l :a|Xn:Oz}=1—p, P{Xn+1:5|Xn:a}:p7
P{Xn—‘rl :O"anﬁ}:pa ]P){Xn+1:ﬁ|Xn:ﬁ}:1_p-

Die Ubergangsmatrix hier ist also

P:(l_p p )
p 1—p
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Wir nutzen die Gleichungen
P{X,41 = a} =pP{X, = 8} + (1 — p)P{X,, = a}

und

P{X, = 8} = 1 — P{X, = a},

und erhalten fiir die relevante Grofe p, := P{X,, = a} die Rekursionsglei-
chung

Prs1 = (1 —pn) + (1 = p)pn = pa(1 — 2p) + p, po = 1.

Diese hat die eindeutige Losung

1 1
= = =(1—2p)".
p 2+2( D)

Wenn p # 0, 1 konvergiert p,, gegen 1/2, unabhéngig von der Mutationswahr-
scheinlichkeit p. Die systematische Untersuchung des Langzeitverhaltens von
Markovketten steht im Mittelpunkt dieses Kapitels.

Beispiel 3.2. Die einfache Irrfahrt S, = X +--- 4+ X, mit PX;=1)=p
und P(X; = —1) = 1 — p ist eine Markovkette mit Ubergangsmatrix P =
(pij: i,j € Z) gegeben durch

0 if [ —d| #1,
pij =P{X, 1 =j|X, =i} =14 » ifj—i=1,
1—p ifj—i=—1
3.2 Starke Markoveigenschaft, Rekurrenz und
Transienz

3.2.1 Die starke Markoveigenschaft

Eine Zufallsvariable 7' mit Werten in N heifit Stoppzeit beziiglich der Filtra-
tion (F,) wenn {1T' < n} € F,. Gegeben eine Stoppzeit 1" definieren wir die
o-Algebra Fr als Mengensystem der Ereignisse A so dass AN{T < n} € F,.
Insbesondere sind 7" und X1 messbar beziiglich Fr.

Satz 23 (Starke Markoveigenschaft). Sei (X,,) eine Markovkette und T' eine
(endliche) Stoppzeit. Dann gilt

P((XT-i-n)nZO S AU:T) = PXT((Xn)nZU € A)’

fiir A in der Produkt-o-Algebra von I™°.

73



Beweis: Sei ' € Fp. Geméafl Definition der bedingten Erwartung miissen
wir zeigen, dass

E[lF IEDXT ((Xn>n20 S A)] = E[lFl{(XT+n)n20€A}}‘

Sei A = {(x,): ®g € Ag,...,z, € A,} und beobachte, dass diese Mengen
einen schnittstabilen Erzeuger der Produkt-o-Algebra von I darstellen. Es
geniigt also, solche Mengen zu betrachten. Ausserdem geniigt es fiir alle m €
N zu zeigen, dass

E[Lrar—myPxr (Xn)nzo € A)] = E[Lrnir—m) L{(Xr1m)uzoea}]

denn das obige Resultat folgt durch Summation iiber m. Nun ist FF N {T =
m} € F,, und damit disjunkte Vereinigung von Mengen der Gestalt {X, =
2o, -+, Xm = T }. Es geniigt daher zu zeigen, dass

E [1{X0:zo ..... Xm:xm}]P)xm ((Xn)nZO S A)} =K []-{onxo ..... Xm:xm}l{(XnH_n)nZgGA}] .
Dies gilt offensichtlich, da beide Seiten gleich
IP)(XO :$0,...,Xm :LEm,Xm c Ao,...,Xern c An)

sind.

3.2.2 Treffwahrscheinlichkeiten und erwartete Riick-
kehrzeiten

Eine wichtige Methode, um Treffwahrscheinlichkeiten, erwartete Riickkehr-
zeiten und andere Groflen zu berechnen ist die Variation des Startpunkts,
die wir jetzt besprechen. Dazu benutzen wir, dass (X,) auf dem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, .4, P,) eine Markovkette mit Anfangswert x € I und
Ubergangsmatrix P = (p;: i, € I) ist, das heift fiir alle zy,..., 2, € I,

Pz{Xl =21y, Xy = xn} = Piz1Pz1zo * " " Prp_1zn-

Wir benutzen diese Notation auch fiir Erwartungswerte, das heifit E; ist
er Erwartungswert auf (€, A,P;). Wir definieren die Riickkehrzeit T; des
Zustands j € I durch

T; :==min{n >0 : X, =j}

und vereinbaren, dass 7T} := oo wenn die Menge leer ist. Beachte, dass stets
T; > 0 und {7} = oo} = {X trifft j nicht }.
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Satz 24 (Variation des Anfangswertes). Fir jeden festen Zustand b € I sind
T i — ]P)z{Tb < OO}, f'LL?"Z € [,
die kleinste nichtnegative Losung des Gleichungssystems
J#b

Insbesondere, wenn y; > 0 das Gleichungssystem

yi = (Zpijyj) + Div (3.2)

J#b

losen, so gilt y; > x; fir allei € 1.

Beachte: y; = 1 fiir alle ¢ € I ist stets eine Losung von (3.2).

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass z; = P;{T}, < oo} eine Losung von (3.1)
ist. Sei £ = {1}, < oo} das Ereignis, dass b getroffen wird. Dann gilt

ri = Py(E)=) Pi(En{X:=j})

jel
= > P{X) = jIPy(E| X1 = j)
jel
jel

Wir haben ; )
. 1 if j =
P(E| X, =j) = o ’
(E] X0 =) {]P’j{Tb<oo} if j #0.
Daraus folgt

T = Zpiﬂ?j + Dib-
j#b

Sei nun y; > 0 eine Losung von (3.2). Wir miissen zeigen, dass y; > z;. Es gilt

Yi = <Zpijyj>+pib

j#b
= P+ Zpij < ijkyk + pjb)
J7b k#b
= Pt Zpijpjb + Z Zpijpjkyk
J#b J#b kb
= P{Xi =b} +P{ X1 # 0, Xp = b} + Z Zpijpjkyk-

J7#b kb
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Wiederholtes Einsetzen ergibt

+P1{X1 %baan—l #b,Xn:b}

+ Z e Z PijiPirgz """ Pin—1jnYin-

jl#b ]n?ﬁb

Da y; > 0 ist der letzte Term positiv und wir erhalten, fiir alle n € N,

yi > P{X1=b}+P{X1#b0,Xo=0}+...
+PA{X1#D,..., X1 #b, X, =b}
PA{T, =1} +-- -+ P{T, = n}
= PA{T, <n}.

Wenn n — oo folgt

y; > lim PA{T, <n} = IPZ»(U{Tb < n}> =P{T, < o0} = ;.
n—o0

Bemerkung: Auf dhnliche Weise kann man auch erwartete Riickkehrzeiten

ausrechnen. Ist ndmlich b € I und y; := E;T}, so ist

yi=1+ Zpijyj
J#b

und y ist die kleinste nichtnegative Losung dieses Gleichungssystems. Beachte
dabei dass y; = oo zuldssig ist fiir einige oder alle ¢+ und die Vereinbarung

0 x oo = 0 gilt.

Beispiel 3.3. Wir betrachten die einfache Irrfahrt und berechnen y; = E[Tp],
die mittlere Wartezeit bis wir 0 erreichen wenn wir in ¢ > 0 starten. Beachte,
dass wir zusétzlich die Gleichung y,, = ny; haben fiir alle n > 1. Zusammen

mit unserer Gleichung fiir ¢« = 1 erhalten wir

y1 =1+ pys =1+ 2py;.

Wenn p < 1/2 (Drift zur null hin) ergibt sich

fir alle n > 1.

n
EH[TO] - 1—-2p

Wenn p > 1/2 gilt y; > 1 + y1, und somit E,[T,] = oc.

76



3.2.3 Rekurrente und transiente Zustiande

Wir betrachten nun das Langzeitverhalten von Markovketten. Setze wieder
T; =inf{n > 0 : X,, = ¢}. Der Zustand 7 heifit

e transient wenn P;{T; < oo} < 1, das heifit es gibt eine positive Wahr-
scheinlichkeit, dass der Zustand ¢ nicht wieder besucht wird. Insbeson-
dere wird der Zustand ¢ fast sicher nur endlich oft besucht.

o rekurrent wenn P;{T; < oo} = 1, das heifit der Prozess kehrt fast sicher
in den Zustand 7 zuriick und besucht ihn daher fast sicher unendlich oft.
Ein rekurrenter Zustand 7 heif3t
e positiv rekurrent wenn E;T; < oo, d.h. die erwartete Riickkehrzeit in
den Zustand ¢ ist endlich,

o nullrekurrent wenn E;[T;] = oo.

Zum Beispiel habe wir bereits herausgefunden, dass fiir die symmetrische
einfache Irrfahrt der Zustand 0 (und jeder andere Zustand) nullrekurrent ist,
da Ty < oo fast sicher, aber EyTy = oc.

3.2.4 Irreduzibilitiat

Wir sagen, eine Markovkette ist irreduzibel wenn fiir je zwei Zustande i, j €
ein n existiert mit P;(X,, = j) > 0.

Lemma 3.1. Ist (X,,) irreduzibel und der Zustand j € I rekurrent, so gilt
fir alle Startverteilungen, dass P(T; < oo) = 1.

Beweis: Nach der Markoveigenschaft gilt
P(T; < 00) = E[P(T; < 00| Fo)] = E[Px, (T} < 00)]
= P(Xo = i)Pi(T} < 00).
iel
Es gentigt somit zu zeigen, dass P;(7T; < co) = 1 fiir alle ¢ € I. Aufgrund der
Irreduzibilitét existiert ein m mit P;(X,, = ¢) > 0. Dann gilt

1=P (Xn = j fiir unendlich viele n)
S]P’j(Xn:j fiir einan—l—l)
= P;(X, = j fiir ein n > m+ 1| X,, = k)P;(X,, = k)
kel
= Pu(T; < 00)P;(X, = k).

kel
Da Yo, Pj(X,, = k) = 1 folgt, dass Py (T; < 00) = 1 fiir alle k.
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3.3 Invariante Verteilung, Reversibilitit und
Gleichgewicht

3.3.1 Invariante Verteilungen

Sei 7 eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der diskreten Menge I, d.h.
m: 1 —[0,1] with )., m; = 1. 7 heiit invariante oder stationdre Verteilung
wenn mP = m, also

Z?Tipij = 7, fiir alle j.

il

Wenn wir ein solches 7 als Startverteilung wéhlen, so gilt

P{X; =34} =) P{Xo=1i, X1 =3} =) mpy=m; =P{Xo = j},

el el

und des weiteren
P{X, =j} =m; fir alle j € .

Die Verteilung von X, ist also gleich 7 fiir alle Zeiten n, man sagt der Prozess
ist stationdr.

Satz 25. Ist (X,,) eine irreduzible Markovkette. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) jeder Zustand k € I ist positiv rekurrent,
(11) ein Zustand k € I ist positiv rekurrent,
(111) es existiert eine invariante Verteilung (m;: i € I).

Fulls sie existiert ist die invariante Verteilung eindeutig und gegeben durch

Gilt eine, und damit alle der Bedingungen (7), (¢4), (¢4¢) so nennen wir die
Markovkette (X,,) positiv rekurrent.

Zum Beweis des Satzes zeigen wir zunéchst, dass fiir einen festen rekur-
renten Zustand k die erwartete Zeit, die die Kette zwischen zwei Besuchen
von k im Zustand ¢ verbringt

T,
v =B Y 1ix,i)
n=1
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die Gleichung v* P = v™ erfiillt. Es gilt ndmlich

oo
(k) _
v = Ey Z Lix,=im<t}

n=1
=> ) P{Xoa =4 X, =in< T}
n=1 j€I
= v ) Pe{Xur =jin < Tt}
jelI n=1
T,—1
D T S
jeI n=0 Jel

Da >, v = E. T} < oo definiert

(k)
U;

T E. T,

VIV

eine invariante Verteilung und somit folgt (i7) = ().

Sei nun (m;: ¢ € I) eine invariante Verteilung und k£ € I. Da die Kette
irreduzibel ist, gibt es ein n mit P;(X,, = k) > 0. Dann folgt

T = ZWZPZ(Xn = ]{7) > 0.

il

Also definiert \; = m; /7 eine Losung von AP = A und wir zeigen jetzt, dass
Aj > v;-k) fiir alle j € I. Es gilt ndmlich

Aj = Z AigPioj = Z AioPioj F Phj

io€l io#k
= Z AirPivioPioj + Prj + Z NkPrioPioj -
io,i1 7k ioAk

[teriert man das n mal und lédsst den nichtnegativen ersten Term weg, so
erhalt man

Aj 2 Prj + Z AkDrioPioj + +++ + Z NkPhip 1 Pin_rin—s " * PirioPioj

i0#£k i0yenyin— 17k
=P Xi =T 2 1)+ Pu(Xo =5, T 2 2) + -+ Pp(X,, = j, Tk > n)
T \n
= Ek Z 1{Xm:j} — U](-k).
m=1
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Folglich ist
M 1
E,Ty, = v < < =— <o
Te=D <) =
jel jerI
und somit ist & positiv rekurrent und (zii) = (1).

Da offensichtlich (i) = (i7) bleibt nur zu zeigen, dass in der letzten Unglei-
chungskette Gleichheit gilt, das heifit es gilt v;" = ); fiir alle i € I. Da wir wis-
sen, dass k rekurrent ist erfiillt der Vektor u gegeben durch p1; = A; —v;k) >0
auch die Gleichung P = p. Aufgrund der Irreduzibilitdt gibt es fiir jedes ¢
ein n mit P;(X,, = k) > 0 und damit gilt

0=pe =) 1P;(Xu=k) > uPi(X, = k),
Jel

woraus folgt, dass p; = 0 und somit v\” = )\;, wie gefordert

3.3.2 Reversibilitidt und Gleichgewicht

Sei m = (m; : i € I) ein Vektor nichtnegativer Zahlen, die nicht alle gleich
null sind. Eine Markovkette heifit m-symmetrisierbar wenn die Gleichge-
wichtsgleichungen gelten, das heif3t

m;pi; = m;py; fir alle ¢, 5 € 1.

Eine Kette heifit reversibel, wenn es ein m wie oben gibt, das die Kette m-
symmetrisierbar macht. Aus den Gleichgewichtsgleichungen folgt

Zmipij =1m; iji =m,; fir alle j € I.
icl i€l

Wenn dann M =)

ser i < 00, so gilt

e Die Verteilung 7 gegeben durch m; = 7% 16st ebenfalls die Gleichge-

wichtsgleichungen und ist daher eine invariante Verteilung. Sie heifit
Aquilibrium oder Gleichgewichtsverteilung der Markovkette.

e Wird (X,) mit Anfangsverteilung 7 gestartet, so gilt
P{Xo ="0,..., Xp = in} =P{Xo=tn,..., X = io},
das heifit X, ..., X, hat dieselbe Verteilung wie X, ..., Xj.
Bemerkungen:

o Ist (X,,) m-symmetrisierbar fiir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung m,
so ist m eine invariante Verteilung von X. Aber nicht jede invariante
Verteilung 16st die Gleichgewichtsgleichungen und symmetrisiert (X,,).
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e Ist eine Markovkette irreduzibel und die invariante Verteilung 16st die
Gleichgewichtsgleichungen nicht, so haben sie keine zuléssige Losung.

Beispiel 3.4. Sei (X,,) eine Markovkette mit Zustandsraum I = {0, 1,2}
und Ubergangsmatrix

1/2 1/4 1/4
P=1|1/2 1/6 1/3
1/2 1/6 1/3

Diese Kette ist nicht reversibel. Die Gleichgewichtsgleichungen sind

MoPo1 = MipPio < Mo = 2my
MoPo2 = MaPay & Mo = 2My
MiPi2 = MaP21 & Mg = 2my.

Die einzige Losung mg = m; = my = 0 ist nicht zuléssig. Aber es gibt eine
invariante Verteilung, ndmlich 7 = (1/2,5/24,7/24).

3.4 Der Ergodensatz

Wir beweisen nun den Satz, der das fast sichere Langzeitverhalten einer Mar-
kovkette beschreibt. Der Satz heifit Ergodensatz, weil er ein zeitliches Mittel
mit einem raumlichen Mittel gleichsetzt.

Satz 26 (Ergodensatz fiir Markovketten). Sei (X,,) eine irreduzible Markov-

kette mit beliebiger Startverteilung und Vi(n) die Zeit, die die Kette bis zur
Zeit n — 1 9m Zustand i verbringt. Dann gilt, fast sicher

Vi 1

lim (n) = —

Y

wobei m; = E;[T;] die erwartete Riickkehrzeit in den Zustand i ist.

Ist die Markovkette zudem positive rekurrent so gilt fiir jede beschrinkte Funk-
tion f: I — R, dass

n—1
o1
i > 1) = [ tan
wobei m die eindeutige invariante Verteilung der Markovkette ist.

Beweis: Ist der Zustand ¢ transient, so ist die Gesamtzahl V; der Besuche in
¢ endlich und somit gilt




Nun nehmen wir an, der Zustand ¢ sei rekurrent. Dann gilt P(7; < co) =1
nach Lemma 3.1 und nach der starken Markoveigenschaft ist (Xr,4,: n > 0)
eine Markovkette mit Ubergangsmatrix P und Anfangswert i. Da T} endlich
ist, ergibt der gesuchte Limes denselben Wert fiir die Markovketten (X,,) und
(X74n). Wir kénnen daher von nun an annehmen, dass (X,,) im Zustand 4
gestartet wird.

Seien nun 0 = 7y, 71, 7o, ... die Folge der Besuchszeiten von Zustand 1.
Dies ist eine Folge von Stoppzeiten und nach der starken Markoveigenschaft
sind die Exkursionslingen S, := 7, — T7,_1 fiir n € N unabhéngig identisch
verteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert m; = E;[T;]. Es gilt

Sl++5%(n)2n251++5v,(n)—17

und folglich

Da die Markovkette rekurrent ist, gilt V;(n) — oo fast sicher und somit nach
dem starken Gesetz der grossen Zahlen

S+ + Sy
Vi(n)

— my; fast sicher.

Damit konvergieren die linke und rechte Seite in der letzten Ungleichungs-
kette beide gegen m; und somit auch der mittlere Term, das heisst

— m,; fast sicher.

Vi(n)

Daraus folgt, wie gefordert, dass

Vi 1 .
() — — fast sicher.
n m;

Nun sei (X,,) positiv rekurrent. Dann ist nach Satz 25 die eindeutige inva-
riante Verteilung durch (m; = mi i € I) gegeben. Sei f: I — R durch eine
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Konstante K > 0 beschrénkt. Fiir jedes endliche J C I gilt

1S5 - X som| = |3 (50 ) )
k=0 el el
<Ko n T
JedJ JgJ
<K Y[ [T ()
JedJ JgJ
YIRS o (mi - V{fl")> 12K
jeJ jeJ J¢J
< QKZ Vin) — T —|—2KZ’/TZ'.
jeJ i¢Jd

Gegeben € > 0 wihle zuerst J endlich, so dass >, m < €/(4K) und an-
schlieBend N so, dass ), ;[Vi(n)/n — m| <e/(4K) fiir n > N. Dann folgt,

dass

n—1

‘ 1
k=0

wie gefordert.
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