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Analysis 111

Abgabe: 14. Januar bis 17. Januar in den Ubungen

Das Lebesgue-Maft auf R™ wird mit A, und das s-dimensionale dufsere Hausdorff-Maifs
auf R™ mit ‘H® bezeichnet.

49. Erinnern Sie sich daran, dass eine Teilmenge X C R* eine n-dimensionale C!-
Untermannigfaltikeit von RF heifit, falls sie die folgenden dquivalenten Aussagen
erfiillt:

Aussage 1 Fiir alle x € X exzistiert eine Umgebung U von x in R* und ein C!-
Diffeomorphismus ®, : U — V C R¥, so dass ®,(X NU) gleich dem
Durchschnitt von V' mit einem affinen n-dimensionalen Teilraum
15t.

Aussage 2 Fiir alle x € X existiert eine Umgebung U von x in R¥, eine offene
Menge V' in R"™ und eine injektive C'-Immersion ®o : V — U, so
dass ©o(V) =UNX gilt.

Aussage 3 Fiir alle x € X emistiert eine Umgebung U von x in R, eine Sub-
mersion ®3 : U — R¥" und ein y € R¥", so dass UNX = &3 (y)
gilt.

a) (2 Punkte) Sei X = {(x,y) € R? | |z| = |y|}. Weisen Sie fiir die Menge X \
{0} jede der drei Bedingungen (Aussage 1 bis 3), die eine 1-dimensionale
C'-Untermannigfaltikeit von R? definieren, einzeln nach.

b) (2 Punkte) Warum ist X keine C'-Untermannigfaltigkeit? Begriinden Sie
Thre Antwort.

50. (4 Punkte) Sei
S? = {(z,y,2) eR® | 2* +y* + 22 =1}

die Einheitssphire in R3. Zeigen Sie, dass S? Aussage 2 und Aussage 3 erfiillt,
die eine 2-dimensionale C!-Untermannigfaltikeit von R? definieren.

51. Sei I ein Segment im R? der Linge a > 0. Fiir ¢t > 0 sei X; bzw. Y; die Menge
der Punkte z € R? mit d(z, ) = inf{d(z,y)|y € I} =t bzw. < t.

a) (2 Punkte) Bestimmen Sie A3(Y;) in Abhéngigkeit von t.
b) (2 Punkte) Bestimmen Sie H?(X;) in Abhéngigkeit von ¢.



(+2 Extrapunkte, nicht klausurrelevant). Beweisen Sie, dass X; fiir jedes ¢
eine C!-Untermannigfaltigkeit ist.
(+2 Extrapunkte, nicht klausurrelevant). Warum ist X; keine C?>-Untermannigfaltigkeit?

Hinweis: Beschreiben Sie zunéchst im Bild wie X; und Y; ausssehen und
beweisen Sie, dass die geometrische Anschauung korrekt ist.

52. Seien X = {(z,y) € R? | max{|z|,|y|} = 1} € R* und P, = (1,1),P, =
(—=1,1),Ps=(—1,—-1), Py = (1,—1) die Ecken von X.

a)

b)

(2 Punkte) Beweisen Sie, dass X \ {Py, P», P3, P} eine 1-dimensionale C'-
Untermannigfaltikeit von R? ist.

(0 Punkte) Beweisen Sie, dass X keine C'-Untermannigfaltikeit ist.
Hinweis: Zeigen Sie, dass 7/(0) fiir jedes C!-Kurve v : (—¢,¢) — X mit
~v(0) = P; gleich 0 ist. (Alternativ kénnte man mit Tangentialrdumen ar-
gumentieren, die in der Woche nach den Ferien in der Vorlesung behandelt
werden.)



