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Analysis 111
Abgabe: 5.11 bis 8.11 in den Ubungen.

Hinweis: Alle Aufgabe sind Klausurrelevant, aber nur Aufgabe 13 bis 15 sind relevant
fiir die Zulassung.

Die o-Algebra der Lebesgue-messbaren Teilmengen des R™ wird mit £(R™) und das
Lebesgue-Maf auf £(R"™) wird mit A, bezeichnet.

13. (4 Punkte) Zeigen Sie:

a) Fir jede kompakte Menge K C R™ gilt A, (K) < 0.
b) Fiir jede offene Menge U C R™ gilt A, (U) > 0.

14. (4 Punkte) Sei (X, A, p) ein Makraum. Seien Ey, Es, ... € A mit

[e.e]

Z pu(E;) < oc.

i=1
Zeigen Sie, dass
> ulE) = “(U E)
i=1 i=1
genau dann, wenn fiir alle ¢ # j : p(E; N E;) = 0 gilt.
15. (4 Punkte) Sei W := (0,1) x ... x (0,1) C R™ der offene Einheitswiirfel. Zeigen
Sie:

a) Fiirallee € (0,1) gibt es eine kompakte Menge K. C W ohne innere Punkte,

sodass gilt:
M(K) >1—¢€.

b) Es gibt keine kompakte Menge K C W mit



16.

17.

18.

(0 Punkte) Sei p : P(R™) — [0, 00] ein dukeres Maf und sei M,, die Menge der
pu-messbaren Mengen. Nehmen Sie an, dass fiir jede Borelmenge B gilt:

u(B) = Ao(B) und B € M, (R").

Beweisen Sie
M, (R™) D L(R").

(0 Punkte) Berechnen Sie das Lebesgue-Mafs der folgenden Figur:

Argumentieren Sie geometrisch mit den Eigenschaften des Lebesgue-Mafses und
der Tatsachen, dass der Flacheninhalt eines Einheitskreises 7 ist und der Fla-
cheninhalt eines Einheitsquadrats 1 ist.

(0 Punkte) Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine stetige Abbildung. Der
Graph von f ist definiert durch

Iy:={(x, f()) eR* |z €I} CR%.

Beweisen Sie, dass I'; € £(R?) und M\o(I';) = 0.

Hinweis: Beweisen Sie die Aufgabe zuerst fiir kompakte Intervalle und benutzen
Sie, dass eine stetige Abbildung auf ein kompaktes Intervall gleichméfig stetig
ist. Uberdecken Sie anschliefend das Intervall mit kompakten Intervallen.



