STETIGKEIT VON POTENZREIHEN

Sei P(xz) =) a,x"™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R >
0. Also definiert P eine Funktion P : (—R, R) — R. Wir mdchten die
Stetigkeit von P auf dem ganzen Interval (—R, R) beweisen.

Wir brauchen zwei Lemmata. Das erste Lemma kann man auch aus

der Formel fiir die Bestimmung des Konvergenzradius herleiten.

Lemma 0.1. Die Potenzreihe Q(z) = > 07 n-ay, - 2" hat Konver-
genzradius Ry = R.

Beweis. Fir alle x gilt |n - a, - 2" > |a,| - |z|™.

Konvergiert fiir ein zy € R die Reihe Q(z) absolut, dann konvergiert
auch X2 n - a, - xj = xo - Q(x0) absolut, also folgt aus dem Majoran-
tenkriterium die absolute Konvergenz von P(x).

Sei andererseits P(z() absolut konvergent und 0 < A < 1 beliebig.
Dann gibt es ng € N, so dass |n - A"| < 1 fiir alle n > ny. Fiir solche n
gilt dann |n - a, - (A - 20)"| < |a, - z§).

Nach dem Majorantenkriterium konvergiert also 322 n - a, - (A - xg)"
absolut. Fir zy # 0 kénnen wir durch A - zy dividieren und erhalten
wir die absolute Konvergenz von Q(\ - o).

Aus dem ersten Argument erhalten wir Ry < R. Aus dem zweiten
Argument folgt fiir alle 0 < A < 1, dass A - R < Ry. Zusammen ergibt
es R = Ry. OJ

Das néchste Lemma ist die entscheidende Abschitzung. Die Ab-
schatzung ist etwas genauer formuliert als fiir die Stetigkeit benotigt,
wir werden es aber spater nochmal in der Differentialrechnung brauchen.

Lemma 0.2. Seien Potenzreihen P und ) mit Konvergenzradius R
wie oben. Sei xq eine Zahl mit |xo| < R und sei € > 0 beliebig. Dann
gibt es ein § > 0, so dass fiir alle x € R mit |x—x0| < ¢ die Ungleichung

(0.1) |P(z) — P(xo) — (x — o) - Q(z0)| < €+ |x — x|
qilt.

Beweis. Wéhle s € R mit |zo] < s < R. Sei 0 < §p < s — |zg|. Dann
konvergiert fiir alle x mit |z — x| < dp die Reihe P(z). Mit dem obigen
Lemma finden wir ein ng € N, so dass Y ° |[n-a, - s"'| < ¢/4.
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Also gilt fiir alle z mit |z — xo| < do,

|P()=P(xo)] =Y an-(a"—2) = Y _ an-(x—x0)-(z" " +2" > zg+...+2f )
n=0 n=1

Daraus folgt
| P(2) = P(x)— (z—x0)-R(z0)| = [z—20|-Y _ an-((z" " +2" > zo+... 4" —n-ap )
n=1

Wir schétzen die letzten Summanden durch die Reihe Q(s) ab:

o o
- _ _ _ _ € €
Z (2" 2™ 2xg . A ) —neaf ) < Z 2 |ay||s|" ! < 2-1 =3
n=ngo n=no
Die ersten Summanden der Reihe bilden (bei unserem festen z) ein
Polynom
no—1

T(x)= Z an - (2" P+ 2" 2 o+ 2l =2l
n=1

also eine stetige Funktion 7" : (zg — g, xo + o) — R.
Also finden wir ein 0 < 6 < dp, so dass fiir |z — x| < 0 gilt |T'(x) —
T'(x0)| < 5. Da T'(x0) = 0 gilt erhalten wir fiir alle z mit |z — 29| <§
€ €

’P(fﬂ)—P(f’CO)—(fﬂ—xO)'R(iﬂON:|$—$0!'(§+§):|$—$0!'6-
O

Aus dem Lemma konnen wir nun leicht folgern:

SATZ 0.3. Sei P(z) = ) a,x" eine Potenzreihe mit Konvergen-
zradius R > 0. Dann definiert P eine stetige Funktion auf dem Interval
(—R,R).

Beweis. Sei xy € (—R, R) beliebig und €; > 0 vorgegeben. Sei Q(x)
die in Lemma 0.1 definierte Potenzreihe. Wahle ein § wie in Lemma
0.2, so dass die Ungleichung (0.1) mit € = 1 erfiillt ist.

Dann gilt fiir alle £ mit |z — xzo| < § die Ungleichung

|P(2) = P(xo)| < |& — w0 - (1+]Q(x0)]) -

Wiéhlen wir 0 < 0; < d, so dass 01 < €1/(1+]Q(x¢)]) gilt, so erhalten
wir fiir alle z mit |z —z¢| < ¢; die Ungleichung |P(z)— P(zo)| < 1. O



