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2. Ubung Wahrscheinlichkeitstheorie I
(Dynkin-System, o-Algebra, m-A-Theorem, Mengenfunktionen)
st
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Korrigierte Aufgabe: 1.2
Vorzurechnende Aufgabe: 1.1

Aufgabe 2.1 (10 Punkte)
Es sei {@} C & C 2. Wir definieren

Blatt 1:

S i=EU{A Ac &Y,

& = {ﬂBi: Biegl,ieN},

i=1

£ = {ch: C’jeé’g,jeN}.

j=1
Fiir die ersten drei Fragen betrachten wir 2 = R und £ = {(—00,a] : a € R} U{&}.

a) Zeigen Sie, dass fiir alle @ # C' € & entweder a,b € R existieren mit a < b und

[a,b] C C, oder C = {a} fiir ein a € R. (3 Punkte)

b) Zeigen Sie R\ Q ¢ &s. (3 Punkte)
c) Zeigen Sie & # o(€) = B(R). (2 Punkte)
d) Essei Q=Zund £ = {{n,n+1,...}: ne€Z}U{D}. Zeigen Sie & = o(&) = 2%
(2 Punkte)

Aufgabe 2.2 (10 Punkte)

Es seien F eine o-Algebra auf Q, p: F — [0, 1] ein Wahrscheinlichkeitsmafl und A, B C F
zwei m-Systeme mit

(AN B) = pu(A)u(B) fir alle A € A und B € B.
a) Zeigen Sie, dass fur alle Sy, Sy € F gilt
1(ST N Sa) = pu(S2) — (SN S2).
(1 Punkt)



b) Zeigen Sie, dass
D(A) :={A€o(A): n(ANB) = u(A)u(B) fir alle B € B}
ein Dynkin-System ist. (3 Punkte)
c) Zeigen Sie D(A) = o(A). (2 Punkte)
d) Zeigen Sie, dass fiir alle A € o(A) und B € o(B) gilt:
W(ANB) = u(A)u(B).
(4 Punkte)

Aufgabe 2.3 (10 Punkte)
Es sei p ein Inhalt auf einem Halbring S und R = R(S) sei der von S erzeugte Ring.

a) Esseien A, By ..., B, € S. Zeigen Sie, dass paarweise disjunkte Mengen C, ...,C,, €

S existieren, sodass
A\ UlBi =G

(1 Punkt)
b) Zeigen Sie

R = {U-_lAi A, €8,1=1,...,n, und paarweise disjunkt}

(Verallgemeinerung von Beispiel 1.1.11). (3 Punkte)

c¢) Wir definieren v : R — [0, oo},

n

v(A) =3 p(4), A= Ulei eR.

=1

Zeigen Sie, dass v wohldefiniert ist, d.h. der Wert v(A) nicht von der Darstellung von

A abhéngt. (1 Punkt)
d) Zeigen Sie, dass v ein Inhalt auf R ist, und dass v die eindeutige Fortsetzung von
zu einem Inhalt auf R ist. (2 Punkte)
e) v ist genau dann ein Pramaf, wenn p ein Pramaf ist. (3 Punkte)

Bemerkung zu d): v/ heifit ,Fortsetzung* von p auf R, wenn v/ : R — [0, 00| ein Inhalt
ist mit v/(B) = u(B) fur alle B € S.

Anmerkung: Sollten Sie fiir die Bearbeitung der Aufgaben mehrere Blitter benotigen,
so sind diese zusammenzuheften. Bitte beschriften Sie Thre Losungen in der ersten Zeile in
der folgenden Reihenfolge: Gruppenummer in Rot, Vorname, Name, Matrikelnummer,
Blattnummer!



