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3. Ubung Wahrscheinlichkeitstheorie I

(Stetigkeit von oben bzw. unten, Eigenschaften von Inhalten)

BN N
. Korrigierte Aufgabe: 2.1
Blatt 2: Vorzurechnende Aufgabe: 2.2
Aufgabe 3.1 (10 Punkte)

Es seien Z := {(a, 0] NQ : a < b, a,b € Q} und A die Algebra auf Q, die von Z erzeugt wird.
Es seien v : Z — [0,00), v((a,b] N Q) := b —a und u : 22 — [0, 0] das ZéhlmaB auf Q.

a) Zeigen Sie, dass Z ein Halbring und v ein von unten und von oben stetiger Inhalt auf Z
ist.
(2 Punkte)

b) Essei {g, : n € N} ein Abzihlung von (0,1]NQ und U, := (¢,—2~ "V ¢,]N(0,1]NQ € Z.
Zeigen Sie mithilfe von Aufgabe 2.3 a), dass es paarweise disjunkte Mengen W, € Z,
neNk=1...,my,, (dh W e "Wy =@, (n, k) # (n', k")) gibt, sodass W, C U,

gilt und fiir alle p € N
p ) < M
LJl = Un:lukzzlwn’k' (1 Punkt)

¢) Zeigen Sie mit b), dass v nicht o-additiv auf Z ist. (2 Punkte)
d) Zeigen Sie, dass o(.A) die Potenzmenge von Q ist. (1 Punkt)
e) Zeigen Sie, dass p(A) = oo fiir alle @ # A € A. (2 Punkte)

f) Zeigen Sie, dass p o-endlich auf o(A) ist, aber nicht auf A, und dass es ein weiteres Mafl

@ 222 — [0, 00] gibt, sodass u =y’ auf A, aber u # p' auf o(A). (2 Punkte)
Aufgabe 3.2 (10 Punkte)

Essei Z := {(a,b] : a,b € R, —oc0 < a <b< oo} die Menge der halboffenen Intervalle in R. Es
seien F': R — [0, 1] eine rechtsstetige, nicht fallende Funktion und p : Z — [0, 1] definiert durch

p((a,b])) = F(b) = F(a).

Es sei (A;)ien € IV eine Folge paarweise disjunkter Mengen aus Z mit UieNAi = (a,b] € Z und
fir jedes i € N seien a; < b;, sodass A; = (a;, b;] gilt.

a) Zeigen Sie, dass gilt:
F(b) — F(a) > > (F(b) — F(a;)). (2 Punkte)

—_



b) Zeigen Sie, dass es fiir jedes ¢ > 0 endlich viele verschiedene brys- - bn, € R gibt mit

bp, > by, fitrallei = 1,... .k, F(by,) — F(b,,) < £2™™ und

[a+&,b] C (an,,bn,) U...U(an,,bn,)-

Hinweis: Benutzen Sie den Satz von Heine-Borel. (3 Punkte)

c) Zeigen Sie, dass es fir jedes ¢ > 0 endlich viele Intervalle (a,,, by, ], ..., (an,, by, ] gibt mit

F(b)—Fla+e¢) < Z(F(bm) — Flap,) +27™).

(2 Punkte)
d) Zeigen Sie, dass u ein PramafB auf Z ist. (3 Punkte)
Aufgabe 3.3 (10 Punkte)

Es seien Q eine unendliche Menge, R = {A € 29 : |A| < oo} und fiir alle f : Q — [0, 00] sei
pr: R — [0,00] definiert durch

pr(A) = Z f(w) fur alle A € R.

weA
a) Zeigen Sie, dass R ein Ring auf (2 ist. (1 Punkt)

b) Zeigen Sie, dass p genau dann ein Inhalt auf R ist, wenn p = py fir ein f : Q — [0, oo],
und dass jeder Inhalt auf R o-additiv ist. (2 Punkte)

c) Zeigen Sie, dass 0(R) = {A € 22 . A oder A€ ist abzihlbar} gilt, und dass fiir alle
f:Q — [0, 00] die Funktion /iy : ¢(R) — [0, 0o definiert durch

N Y wea fw), A ist abzahlbar,
fip(A) = { &4
00, sonst,

eine Fortsetzung von i zu einem Inhalt auf o(R) ist, der o-additiv ist. (3 Punkte)

d) Zeigen Sie, dass fir alle f : Q@ — [0,00) das Ma$ ji; genau dann o-endlich ist, wenn €
abzéhlbar ist, und dass fi; dann die eindeutige Fortsetzung von iy zu einem Mafl auf o(R)
ist. Wenn Q nicht abzahlbar ist, finden Sie f : Q — [0, 00), sodass eine andere Fortsetzung
von py zu einem MaB auf o(R) existiert. (2 Punkte)

e) Zeigen Sie, dass fi : 0(R) — [0, o0], definiert durch

N 0, A ist endlich,
H(A) = {

00, sonst,

eine andere Fortsetzung von pig zu einem Inhalt auf o(R) ist, der stetig von oben ist, aber
nicht o-additiv, wobei O(w) = 0 fiir alle w € €. (2 Punkte)

Anmerkung: Sollten Sie fiir die Bearbeitung der Aufgaben mehrere Blédtter bendtigen, so sind
diese zusammenzuheften. Bitte beschriften Sie Ihre Losungen in der ersten Zeile in der folgenden
Reihenfolge: Gruppenummer in Rot, Vorname, Name, Matrikelnummer, Blattnummer!
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