
Universität zu Köln SS 2019
Institut für Mathematik
Dozent: Prof. Dr. A. Drewitz
Assistenten: A. Prévost, L. Schmitz

Abgabe: Bis 02.05., 18 Uhr, in den Kästen in Raum 301 des Mathematischen Institutes

4. Übung Wahrscheinlichkeitstheorie I
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Blatt 3: Korrigierte Aufgabe: 3.3
Vorzurechnende Aufgabe: 3.1

Für alle A ⊂ 2Ω mit ∅ ∈ A und Mengenfunktionen µ : A → [0,∞] mit µ(∅) = 0 definieren wir
das äußere Maß µ∗ auf 2Ω wie in Theorem 1.3.9. durch

µ∗(A) := inf
{ ∞∑

i=1

µ(Ai) : A ⊂
∞∪
i=1

Ai und A1, A2, · · · ∈ A
}
, A ⊂ Ω, (4.0.1)

Aufgabe 4.1 (10 Punkte)

Es seien I ein Halbring, µ ein Inhalt auf I, µ∗ das äußere Maß wie in (4.0.1) und

Mµ∗ := {A ⊂ 2Ω : A ist µ∗-messbar}.

Für jedes Mengensystem A ⊂ 2Ω sagen wir, dass A vollständig ist, wenn für alle A ⊂ B ∈ A
mit µ∗(B) = 0 auch gilt: A ∈ A.

a) Zeigen Sie, dass die durch I erzeugte vollständige σ-Algebra σ(I) existiert, d.h. I ⊂ σ(I)
und für jede weitere vollständige σ-Algebra A mit I ⊂ A gilt: σ(I) ⊂ A. (1 Punkt)

b) Zeigen Sie σ(I) ⊂ σ(I) ⊂ Mµ∗ . (2 Punkte)

c) Es sei A ⊂ Ω. Zeigen Sie, dass für alle n ∈ N ein An ∈ σ(I) existiert mit A ⊂ An und
µ∗(An) ≤ µ∗(A) + 1

2n
. (2 Punkte)

d) Es seien A ∈ Mµ∗ mit µ∗(A) < ∞ und An, n ∈ N, wie in c). Zeigen Sie, dass für alle
n ∈ N gilt:

µ∗
(
Ac ∩

(∪
i>n

Ai

))
≤ 1

2n
.

(1 Punkt)

e) Es sei A ∈ Mµ∗ mit µ∗(A) < ∞. Zeigen Sie, dass B ∈ σ(I) existiert mit A ⊂ B und
µ∗(B \ A) = 0. (2 Punkte)

f) Zeigen Sie, dass wenn µ∗
|Mµ∗

σ-endlich ist, σ(I) = Mµ∗ gilt. (2 Punkte)
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Aufgabe 4.2 (10 Punkte)
Es seien Ω = {0, 1}N und p ∈ [0, 1]. Wir definieren [ω1, . . . , ωn] := {(ω′

1, ω
′
2, . . .) ∈ Ω : ω′

i =
ωi für alle i ∈ {1, . . . , n}} und

A := {[ω1, . . . , ωn] : ωi ∈ {0, 1} für alle i ∈ {1, . . . , n}, n ∈ N} ∪ {∅}.
a) Zeigen Sie, dass A ein Halbring auf Ω ist. (2 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass µ̃ : A → [0, 1], definiert durch{
µ̃([ω1, . . . , ωn]) = pk(1− p)n−k mit k =

∑n
i=1 ωi,

µ̃(∅) = 0,

ein Inhalt auf A ist. (2 Punkte)

c) Es sei (Bn)n∈N ∈ (2Ω)N mit Bn ⊃ Bn+1 für alle n ∈ N und Bn ̸= ∅ für alle n. Zeigen Sie,
dass es ein ω = (ω1, ω2, . . .) ∈ Ω gibt mit

[ω1, . . . , ωk] ∩Bn ̸= ∅ für alle k, n ∈ N.
(2 Punkte)

d) Es seien ω und (Bn)n∈N wie in c), wobei Bn =
∪̇mn

k=1C
(n)
k mit paarweise disjunkten

C
(n)
1 , . . . , C

(n)
mn ∈ A. Zeigen Sie, dass es für jedes n ein in ∈ {1, . . . ,mn} gibt, sodass

für hinreichend großes k gilt: [ω1, . . . , ωk] ⊂ C
(n)
in

. Schließen Sie
∩∞

n=1Bn ̸= ∅. (2 Punkte)

e) Zeigen Sie mithilfe von d) und der Subadditivität von µ̃, dass µ̃ aus b) σ-subadditiv ist.
Schließen Sie, dass es ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmaß µ auf σ(A) gibt,
das µ̃ fortsetzt. (2 Punkte)

Aufgabe 4.3 (10 Punkte)
Es sei Ω eine nicht abzählbare Menge und ν∗ : 2Ω → [0,∞] die Mengenfunktion definiert durch

ν∗(A) =


0, wenn A = ∅,

1, wenn ∅ ̸= A abzählbar ist,
2, sonst.

a) Es seien µ eine Mengenfunktion auf A ⊂ 2Ω, µ∗ wie in (4.0.1) und µ̃∗ ein äußeres Maß auf
2Ω mit µ̃∗

|A = µ. Zeigen Sie µ̃∗ ≤ µ∗ (d.h. µ̃∗(A) ≤ µ∗(A) für alle A ⊂ Ω). (2 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass ν∗ ein äußeres Maß ist. (2 Punkte)

c) Zeigen Sie, dass nur ∅ und Ω ν∗-messbar sind. (2 Punkte)

d) Es seien µ := ν∗
|{∅,Ω} und µ∗ wie in (4.0.1). Zeigen Sie, dass A ⊂ Ω existiert mit ν∗(A) <

µ∗(A). (2 Punkte)

e) Es seien R = {A ⊂ Ω : A ist endlich}, µ : R → [0,∞] das Zählmaß auf R und µ∗ wie in
(4.0.1). Zeigen Sie, dass µ∗ das eindeutige äußere Maß auf 2Ω mit µ∗

|R = µ ist. (2 Punkte)

Anmerkung: Sollten Sie für die Bearbeitung der Aufgaben mehrere Blätter benötigen, so sind
diese zusammenzuheften. Bitte beschriften Sie Ihre Lösungen in der ersten Zeile in der folgenden
Reihenfolge: Gruppenummer in Rot, Vorname, Name, Matrikelnummer, Blattnummer!
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