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4. Ubung Wahrscheinlichkeitstheorie 1
(AuBleres Maf, Vollstandigkeit, Produktmafraum)

W

Korrigierte Aufgabe: 3.3

Blatt 3: Vorzurechnende Aufgabe: 3.1

Fiir alle A C 22 mit @ € A und Mengenfunktionen p : A — [0, 00] mit (@) = 0 definieren wir
das duBere Maf p* auf 2 wie in Theorem 1.3.9. durch

P (A) = inf{ f:,u(Ai) : AC GAZ- und Aj, Ag,--- € A}, AcCQ, (4.0.1)
i=1

i=1
Aufgabe 4.1 (10 Punkte)
Es seien Z ein Halbring, u ein Inhalt auf Z, p* das duflere Mafl wie in () und
M, = {AC2%: Aist y*-messbar}.

Fiir jedes Mengensystem A C 2% sagen wir, dass A vollstandig ist, wenn fiir alle A C B € A
mit p*(B) = 0 auch gilt: A € A.

a) Zeigen Sie, dass die durch Z erzeugte vollstandige o-Algebra 7(Z) existiert, d.h. Z C 5(Z)
und fiir jede weitere vollstandige o-Algebra A mit Z C A gilt: 7(Z) C A. (1 Punkt)
b) Zeigen Sie 0(Z) C o(Z) C M-. (2 Punkte)
c) Es sei A C Q. Zeigen Sie, dass fir alle n € N ein A,, € o(Z) existiert mit A C A,, und
1 (A,) < pr(A) + 5. (2 Punkte)
d) Es seien A € M, mit p*(A) < oo und A,, n € N, wie in c). Zeigen Sie, dass fiir alle
n € N gilt:
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* c ) <

s (A Q(UAZD = on

1>n

(1 Punkt)
e) Es sei A € M, mit p*(A) < oo. Zeigen Sie, dass B € o(Z) existiert mit A C B und
p (B\A)=0. (2 Punkte)
f) Zeigen Sie, dass wenn yfy,  o-endlich ist, 5(Z) = M, gilt. (2 Punkte)



Aufgabe 4.2 (10 Punkte)
Es seien Q = {0,1}" und p € [0,1]. Wir definieren [wy, ..., w,] = {(W],wh,...) € Q: w] =
w; fiir alles € {1,...,n}} und

A= {[wi,...,w,] rw; €{0,1} firallei € {1,...,n}, ne N} U{@}.
a) Zeigen Sie, dass A ein Halbring auf (2 ist. (2 Punkte)
b) Zeigen Sie, dass i : A — [0, 1], definiert durch

{ﬁ([wl, cooywn]) = PP —p)"F mit k= >0 wi,

ein Inhalt auf A ist. (2 Punkte)
c) Es sei (Bp)neny € (29N mit B, D B, fiir alle n € N und B,, # @ fiir alle n. Zeigen Sie,
dass es ein w = (wy, ws, ...) € 2 gibt mit
[wi,...,wg] N B, # @ fur alle k,n € N.
(2 Punkte)

d) Es seien w und (By)neny wie in c¢), wobei B, = UZZLlC’,in) mit paarweise disjunkten
C’Yl), - ,C'quf) € A. Zeigen Sie, dass es fir jedes n ein i, € {1,...,m,} gibt, sodass

n

fir hinreichend grofies k gilt: [wy, ..., wi] C CZ-(:). SchlieBen Sie ()~ B, # &. (2 Punkte)

e) Zeigen Sie mithilfe von d) und der Subadditivitdt von g, dass g aus b) o-subadditiv ist.
Schlieflen Sie, dass es ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmafl p auf o(.A) gibt,
das p fortsetzt. (2 Punkte)

Aufgabe 4.3 (10 Punkte)
Es sei 2 eine nicht abzéhlbare Menge und v* : 29 — [0, o] die Mengenfunktion definiert durch
0, wenn A =9,
v'(A) =141, wenn @ # A abzihlbar ist,
2,  sonst.

a) Es seien p eine Mengenfunktion auf A C 2%, u* wie in () und z* ein duBeres Mafl auf
25 mit [ifq = p. Zeigen Sie p* < p* (d.h. 7 (A) < p*(A) fir alle A C Q). (2 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass v* ein aufleres Maf ist. (2 Punkte)
¢) Zeigen Sie, dass nur @ und 2 v*-messbar sind. (2 Punkte)
d) Es seien pi := 1/j, oy und p* wie in () Zeigen Sie, dass A C ) existiert mit v*(A4) <

p(A). (2 Punkte)

e) Esseien R = {A C Q: Aist endlich}, p: R — [0,00] das Zahlmafl auf R und p* wie in
(4.0.1)). Zeigen Sie, dass p* das eindeutige duBere Mafl auf 2 mit g = H ist. (2 Punkte)

Anmerkung: Sollten Sie fiir die Bearbeitung der Aufgaben mehrere Blédtter bendtigen, so sind
diese zusammenzuheften. Bitte beschriften Sie Ihre Losungen in der ersten Zeile in der folgenden
Reihenfolge: Gruppenummer in Rot, Vorname, Name, Matrikelnummer, Blattnummer!
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