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Blatt 7: Korrigierte Aufgabe: 7.2

Blatt 8: Vorzurechnende Aufgabe: 8.3
Aufgabe 8.1 (10 Punkte)

In dieser Aufgabe beweisen wir den Transformationssatz, also Theorem 2.2.19 im Skript. Es
seien (€2, F, u) ein Mafiraum, (§2, F) Messraum, ¢ : 2 — Q eine F — F-messbare Funktion und

fi:=pop .

a) Zeigen Sie fiir alle nichtnegativen einfachen Funktionen f : Q—R

/f opdu = /fd/l (2 Punkte)

b) Zeigen Sie fiir alle F — B(R)-messbaren Funktionen f : Q — R, dass f o ¢ genau dann
p-integrierbar ist, wenn f p-integrierbar ist, und dann gilt:

/f opdu = /fd/l. (2 Punkte)

Ab jetzt nehmen wir an, dass Q € R und Q C R offene Mengen sind, F = B(Q), F = B(Q),
p=Aund p:Q — Q) eine streng steigende, bijektive und differenzierbare Funktion ist, sodass
¢! F — F-messbar ist und fiir alle n € N eine Konstante M,, < oo existiert mit |¢/(z)| < M,
fir alle z € QN [—n,n|. Es sei v das Maf§ auf Q mit v(A) = A(¢(A)) fiir alle A € F.

c) Zeigen Sie mit Hilfe von Aufgabe 7.2, dass fir alle a < b mit [a,b] C 2 gilt:

/[ A=l (1 Punkt)

d) Zeigen Sie A\ =voplundv=¢ -\
Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis benutzen, dass (a,)nen und (b,,)nen existieren mit

Q = Jlan, bu). (3 Punkte)

neN

e) Zeigen Sie fiir alle 7 — B(R)-messbaren Funktionen f : Q — R, dass (f o ¢) - ¢/ genau
dann \|g-integrierbar ist, wenn f \|g-integrierbar ist, und dann gilt:

Jtrewrdar= [ran (2 Punkte)



Aufgabe 8.2 (10 Punkte)

In dieser Aufgabe beweisen wir den Zerlegungssatz von Lebesgue, also Theorem 2.2.16 im Skript:
fir alle endliche Mafie o und v auf (2, F)

existieren zwei Mafle v,, und v; und eine F — B(IR)-messbare und

8.2.1
nichtnegative Funktion g mit v = v, + v, Vee < i1, Vs L pund v, = g - p. ( )
Wir nehmen an, dass v } u. Es sei
L={f:Q—R: fist F — B(R)-messbar, nichtnegativ und f - pu < v}.
a) Fur alle n € N definieren wir das signierte Maf3
1
Op =V — —|L.

n
Zeigen Sie, dass n € N und A € F existieren mit o,/4 > 0 und p(A) > 0. (3 Punkte)
b) Zeigen Sie, dass f € I existiert mit [ fdu > 0. (1 Punkt)
c¢) Essei (fy)nen € TV, Zeigen Sie fir alle n € N: sup,.,, f, € I'. (2 Punkte)
d) Zeigen Sie, dass g € I existiert, sodass fir alle f € I" gilt: [ fdu < [gdu. (2 Punkte)
e) Zeigen Sie () (2 Punkte)

Aufgabe 8.3 (10 Punkte)

Es sei p ein o-endliches signiertes Mafl und f : Q@ — R eine F — B(R)-messbare und |ul-
integrierbare Funktion. Wir definieren

[ran=[raw = [ ran

Auflerdem definieren wir das signierte Ma v = f -y durch v(A) = [, fdu fir alle A € F.

a) Zeigen Sie, dass [ fdu™ < oo und [ fdu~ < oo. Insbesondere ist [ fdu wohldefiniert.
(1 Punkt)

b) Zeigen Sie vt = fT-put+ fpm, v =fopm+ f7-pt und v = |f]-|p]. (3 Punkte)

¢) Zeigen Sie fir jede F — B(R)-messbare Funktion g, dass g genau dann |v|-integrierbar ist,
wenn fg |p|-integrierbar ist, und dann gilt:

/gdyz/fgdu. (2 Punkte)

VI(9) = sup [o(4) ~ v(a%)] = [ Ifldlul (3 Punkte)

e) Es seien f; : @ - Rund f; : Q@ — R zwei F — B(R)-messbare und |u|-integrierbare
Funktionen mit [ fidu = [ fodp, und v := fi - pund vy := fo - p. Zeigen Sie

d) Zeigen Sie

1
|M—whw=%ymm%wwm=§/M—ﬁmmh (1 Punkt)

Anmerkung: Sollten Sie fiir die Bearbeitung der Aufgaben mehrere Blédtter bendtigen, so sind
diese zusammenzuheften. Bitte beschriften Sie Ihre Losungen in der ersten Zeile in der folgenden
Reihenfolge: Gruppenummer in Rot, Vorname, Name, Matrikelnummer, Blattnummer!
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