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Blatt 8: Korrigierte Aufgabe: 8.1

Blatt 9: Vorzurechnende Aufgabe: 9.3
Fiir £ C 2 und &, C 22 definieren wir £, * & = {Ax B: A€ &, B € &}.

Aufgabe 9.1 (10 Punkte)

In dieser Aufgabe zeigen wir Theorem 2.4.5. Es seien (§2;, Fi, 11;), ¢ € N, g-endliche Mess-
raume und fiir jedes ¢ € N sei &; ein 7-System mit o(&;) = F;.

a) Zeigen Sie fiir alle n € N

® Fi= ( ® ]:Z> © Fn. (2 Punkte)

1<i<n 1<i<n—1

b) Zeigen Sie, dass fiir alle n € N ein Mafl ®7_, ; auf ®;<;<,F; existiert mit

(@Nz’) (Fy % - x F) = [[ mi(F) fiie alle F; € Fi,1<i <.
=1 =1 (2 Punkte)

¢) Wir nehmen an, dass yu; ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist fiir alle ¢ € N. Zeigen Sie,
dass das Mafl ®j<;<nu; das eindeutige Mafl u ist, sodass fir alle (Ey,..., E,) €
E x - x &, und J C {1,...n} gilt:

() (X E)) = T B,

icJ ieJ
Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 9.2 a) (2 Punkte)

d) Wir nehmen an, dass fir jedes i € N eine paarweise disjunkte Folge (Cﬁ))peN € &N
existiert mit UneNC}(,Z) = ,; und ui(C}(,z)) < oo fiir alle p € N. Zeigen Sie, dass das
MaBl ®1<;<np; das eindeutige MaBl p ist, sodass fir alle (Ey,..., E,) € & x -+ X &,
gilt

p(Er X - X Ey) = HHJ@(E@) (3 Punkte)

=1

e) Zeigen Sie (A\)®" = \"™. (1 Punkt)



Aufgabe 9.2 (10 Punkte)

Diese Aufgabe soll zeigen, dass die Umkehrung von Lemma 2.4.2 zwar fiir gewisse Wahlen
der zugrunde liegenden o-Algebren gilt, im Allgemeinen jedoch falsch ist. Es seien zwei
Mengen €y, Q; und fiir jedes i € {1,2} seien Z; C 2% und F; := o(Z;).

a) Wir nehmen an, dass ; € Z; und Qy € Z,. Zeigen Sie: 0(Zy * Iy) = F1 @ Fo.
(2 Punkte)

Ab jetzt nehmen wir eine iiberabzéhlbare Menge Q, Q; = Qy =Q, Z; =T, = {{w} : w €
2} und damit F; = {A C Q: A oder A° abzéhlbar}, i € {1,2}.

b) Zeigen Sie o(Zy x Iy) # F1 ® Fa. (2 Punkte)
c) Zeigen Sie, dass fir alle C' € F; ® F, abzahlbare Mengen A, B C € existieren mit
entweder C' C (A X Q)U (2 x B) oder C° C (A x Q)U (22 x B). (3 Punkte)

d) Es sei
D = {(wi,w2) € V1 wi =ws}. (Diag)
Zeigen Sie, dass fiir alle Wy, Wy € Q zwar Dy, € F, und D*? € Fy gilt, aber D ¢
JF1® Fa. (2 Punkte)
e) Essei Q :=[0,1] und F; = B([0,1]), i = 1,2. Zeigen Sie, dass fiir D aus (Diag) in
diesem Fall gilt: D € F; ® Fo. (1 Punkt)
Aufgabe 9.3 (10 Punkte)

In dieser Aufgabe zeigen wir, dass die Aussage von Proposition 2.4.3 b) nicht mehr giiltig
ist, wenn puq, po nicht o-endlich sind. Es seien p das Zahlmafl auf R und A das Lebesgue-Maf3
auf R. Es seien D = {(z,z) : # € R} und v : B(R)** — [0, oo] definiert durch v(A x B) =
w(A)A(B) fiir alle A, B € B(R). Beachten Sie B(R)*? := {Ax B: A, B € B(R)} # B(R?).

a) Es sei

p(A) = /R)\(Awl) p(dw,) fiir alle A € B(R?).

Zeigen Sie, dass p ein wohldefiniertes MaB ist, d.h. w; + (A, ) B(R)—B(R)-messbar

ist, und dass p|gm)-> = v. (1 Punkt)
b) Zeigen Sie p(D) = 0. (2 Punkte)
c) Zeigen Sie, dass v ein Pramaf} auf dem Halbring B(R)*? ist. (2 Punkte)

d) Es sei v* das duBlere Maf wie in (1.3.5) im Skript. Zeigen Sie, dass v*|gr2) ein Maf
ist mit v*|gmy2 = v. (1 Punkt)

e) Zeigen Sie v*(D) = oo. Vergleichen Sie dies mit Proposition 2.4.3 b). (4 Punkte)

Anmerkung: Sollten Sie fiir die Bearbeitung der Aufgaben mehrere Blatter benotigen, so
sind diese zusammenzuheften. Bitte beschriften Sie Ihre Losungen in der ersten Zeile in
der folgenden Reihenfolge: Gruppenummer in Rot, Vorname, Name, Matrikelnummer,
Blattnummer!



