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9. Übung Wahrscheinlichkeitstheorie I
(Produkt-σ-Algebren, Produktmaße)

Blatt 8: Korrigierte Aufgabe: 8.1
Blatt 9: Vorzurechnende Aufgabe: 9.3

Für E1 ⊂ 2Ω1 und E2 ⊂ 2Ω2 definieren wir E1 ∗ E2 := {A×B : A ∈ E1, B ∈ E2}.

Aufgabe 9.1 (10 Punkte)
In dieser Aufgabe zeigen wir Theorem 2.4.5. Es seien (Ωi,Fi, µi), i ∈ N, σ-endliche Mess-
räume und für jedes i ∈ N sei Ei ein π-System mit σ(Ei) = Fi.

a) Zeigen Sie für alle n ∈ N

⊗
1≤i≤n

Fi =

( ⊗
1≤i≤n−1

Fi

)
⊗Fn. (2 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass für alle n ∈ N ein Maß ⊗n
i=1µi auf ⊗1≤i≤nFi existiert mit(

n⊗
i=1

µi

)
(F1 × · · · × Fn) =

n∏
i=1

µi(Fi) für alle Fi ∈ Fi, 1 ≤ i ≤ n.

(2 Punkte)

c) Wir nehmen an, dass µi ein Wahrscheinlichkeitsmaß ist für alle i ∈ N. Zeigen Sie,
dass das Maß ⊗1≤i≤nµi das eindeutige Maß µ ist, sodass für alle (E1, . . . , En) ∈
E1 × · · · × En und J ⊂ {1, . . . n} gilt:

µ
(
(πJ)

−1
(×

i∈J
Ei

))
=
∏
i∈J

µi(Ei).

Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 9.2 a) (2 Punkte)

d) Wir nehmen an, dass für jedes i ∈ N eine paarweise disjunkte Folge (C
(i)
p )p∈N ∈ EN

i

existiert mit
∪̇

n∈NC
(i)
p = Ωi und µi(C

(i)
p ) < ∞ für alle p ∈ N. Zeigen Sie, dass das

Maß ⊗1≤i≤nµi das eindeutige Maß µ ist, sodass für alle (E1, . . . , En) ∈ E1 × · · · × En
gilt

µ(E1 × · · · × En) =
n∏

i=1

µi(Ei). (3 Punkte)

e) Zeigen Sie (λ1)
⊗n = λn. (1 Punkt)
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Aufgabe 9.2 (10 Punkte)
Diese Aufgabe soll zeigen, dass die Umkehrung von Lemma 2.4.2 zwar für gewisse Wahlen
der zugrunde liegenden σ-Algebren gilt, im Allgemeinen jedoch falsch ist. Es seien zwei
Mengen Ω1, Ω2 und für jedes i ∈ {1, 2} seien Ii ⊂ 2Ωi und Fi := σ(Ii).

a) Wir nehmen an, dass Ω1 ∈ I1 und Ω2 ∈ I2. Zeigen Sie: σ(I1 ∗ I2) = F1 ⊗ F2.
(2 Punkte)

Ab jetzt nehmen wir eine überabzählbare Menge Ω, Ω1 = Ω2 = Ω, I1 = I2 = {{ω} : ω ∈
Ω} und damit Fi = {A ⊂ Ω : A oder Ac abzählbar}, i ∈ {1, 2}.

b) Zeigen Sie σ(I1 ∗ I2) ̸= F1 ⊗F2. (2 Punkte)

c) Zeigen Sie, dass für alle C ∈ F1 ⊗ F2 abzählbare Mengen A,B ⊂ Ω existieren mit
entweder C ⊂ (A× Ω) ∪ (Ω×B) oder Cc ⊂ (A× Ω) ∪ (Ω×B). (3 Punkte)

d) Es sei
D :=

{
(ω1, ω2) ∈ Ω2 : ω1 = ω2

}
. (Diag)

Zeigen Sie, dass für alle ω̃1, ω̃2 ∈ Ω zwar Dω̃1 ∈ F2 und Dω̃2 ∈ F1 gilt, aber D /∈
F1 ⊗F2. (2 Punkte)

e) Es sei Ω := [0, 1] und Fi = B([0, 1]), i = 1, 2. Zeigen Sie, dass für D aus (Diag) in
diesem Fall gilt: D ∈ F1 ⊗F2. (1 Punkt)

Aufgabe 9.3 (10 Punkte)
In dieser Aufgabe zeigen wir, dass die Aussage von Proposition 2.4.3 b) nicht mehr gültig
ist, wenn µ1, µ2 nicht σ-endlich sind. Es seien µ das Zählmaß auf R und λ das Lebesgue-Maß
auf R. Es seien D = {(x, x) : x ∈ R} und ν : B(R)∗2 → [0,∞] definiert durch ν(A×B) =
µ(A)λ(B) für alle A,B ∈ B(R). Beachten Sie B(R)∗2 := {A×B : A,B ∈ B(R)} ̸= B(R2).

a) Es sei
ρ(A) =

∫
R
λ(Aω1)µ(dω1) für alle A ∈ B(R2).

Zeigen Sie, dass ρ ein wohldefiniertes Maß ist, d.h. ω1 7→ λ(Aω1) B(R)−B(R)-messbar
ist, und dass ρ|B(R)∗2 = ν. (1 Punkt)

b) Zeigen Sie ρ(D) = 0. (2 Punkte)

c) Zeigen Sie, dass ν ein Prämaß auf dem Halbring B(R)∗2 ist. (2 Punkte)

d) Es sei ν∗ das äußere Maß wie in (1.3.5) im Skript. Zeigen Sie, dass ν∗|B(R2) ein Maß
ist mit ν∗|B(R)∗2 = ν. (1 Punkt)

e) Zeigen Sie ν∗(D) = ∞. Vergleichen Sie dies mit Proposition 2.4.3 b). (4 Punkte)

Anmerkung: Sollten Sie für die Bearbeitung der Aufgaben mehrere Blätter benötigen, so
sind diese zusammenzuheften. Bitte beschriften Sie Ihre Lösungen in der ersten Zeile in
der folgenden Reihenfolge: Gruppenummer in Rot, Vorname, Name, Matrikelnummer,
Blattnummer!
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