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10. Ubung Wahrscheinlichkeitstheorie I

(Sétze von Fubini und Tonelli, charakteristische Funktionen)

77)
Blatt 9: Korrigierte Aufgabe: 9.2

Blatt 10: Vorzurechnende Aufgabe: 10.3
Aufgabe 10.1 (10 Punkte)

In dieser Aufgabe wollen wir als Anwendung von Proposition 2.4.3 eine allgemeine Formel
fiir die partielle Integration von geeigneten Funktionen herleiten. Es seien a,b € R, —oo <
a<b<oo, F;: R—R,i=1,2, rechtsstetige, nicht-fallende Funktionen, und u;, i = 1, 2,
die zugehorigen Lebesgue-Stieltjes-Mafe, sowie D; := {x € (a,b] : u;({z}) > 0}, i =1,2.

a) Zeigen Sie, dass Dy U Dy abzéhlbar ist und

/(b] pr({z}) dps(z) = Z m({zHp2({z}). (2 Punkte)

z€D1ND2

b) Zeigen Sie

(m@m)({(zy) a<z=y<b)= Y m{z})r=({z}).(2 Punkte)

zeD1ND>
c) Zeigen Sie

(11 ® o) ({(,9) -0 < y < 2 < BY) = F(0)(Fo(b) — Fo(a)) — /( i

(10 ® pa) ({(2.9)  a < v < y < BY) = F(B)(Fi(B) — Fila) - /( o

(2 Punkte)

d) Zeigen Sie mithilfe von b) und c¢) die Identitét

/ Fydps = Fi(b)F2(b) — Fi(a)F(a) — / Fdm+ Y m{zhm({z}).
(a,b] (a,b] 2€D1NDs

(2 Punkte)
e) Wir nehmen an, dass F;, i = 1,2, differenzierbar sind mit |F/(x)| < M; fir alle

z € (a,b]. Zeigen Sie mithilfe von d) die Formel der partiellen Integration:

/ FEL AN = B (b)) Fy(b) — Fi(a)Fy(a) — / FyF! AN
(a,b] (a,b]

Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 7.2 b) (2 Punkte)



Aufgabe 10.2 (10 Punkte)

In dieser Aufgabe zeigen wir den Grofien Umordnungssatz. Es sei p das Zahlma$ auf 2V,
(an)nen € RY eine Folge mit

o n

E lag| := lim E lag| < 0o
n—oo

k=1 k=1

(dies ist wohldefiniert, da n — >}, |ag| steigend ist) und f : N — R mit f(n) = a, fir
alle n € N.

a)

b)

Es sei g : N — [0,00). Zeigen Sie

/gdu = i::g(k)-

(2 Punkte)
Zeigen Sie, dass
T}LIEOZak und /fdu
k=1
existieren, endlich und gleich sind. (2 Punkte)

Es sei ¢ : N — N eine Bijektion. Zeigen Sie mithilfe von b)

n n
lim g ap = lim g Ay (k)-
n—oo n—oo

k=1 k=1

Wir nennen diesen Grenzwert ), . ax und wir sagen allgemein, dass ), . by wohl-
definiert ist fiir (b,)nen € RY, falls 077 by] < oo. (2 Punkte)

Es sei (anm)nmen € RY ein Folge mit o Y fanm| < oo. Zeigen Sie

PIPBLED P BLITE

neN meN meN neN
und insbesondere, dass alle obigen Summen wohldefiniert sind. (3 Punkte)
. 2 . .
Es sei (¢nm)nmen € RN eine Folge mit Cpm = 1, wenn m = n, ¢, ,, = —1, wenn

m =n+ 1, und ¢, ,,, = 0 sonst. Zeigen Sie

PIPILTEDIP LN

neN meN meN neN

Weshalb widerspricht dies nicht Fubini? (1 Punkt)



Aufgabe 10.3 (10 Punkte)

a) Es seien (Q, F,u) ein Mafiraum, a < b in R und f : (a,b) x  — C eine Funktion,
sodass

e wrr f(t,w) F — B(C)-messbar und u-integrierbar ist fir alle ¢ € (a,b),

o fir alle w € Q, — f(t,w) differenzierbar ist, wobei wir die Ableitung mit g—{
bezeichnen,

o eine nicht-negative, 7 — B(C)-messbare und pu-integrierbare Funktion g existiert
mit g—{(t,w)’ < g(w) fur alle t € (a,b) und w € Q.

Zeigen Sie, dass t — [ f(t,w)dp(w) differenzierbar ist und fiir alle ¢ € (a, b) gilt:

([ serane) 0= [ S ane

Hinweis: Sie diirfen den Satz von der majorisierten Konvergenz ohne Beweis auch fiir
komplexwertige Funktionen benutzen. (3 Punkte)

b) Es seien n € N, v ein endliches Ma$ auf (R, B(R)) sodass x +— 2 v-integrierbar ist
fiur alle k € {0,...,n}, und ¢, seine charakteristische Funktion. Zeigen Sie, dass ¢,
n-mal differenzierbar ist und fir alle k € {0,...,n} gilt:

e (t) = i* /l‘k exp(itx) dv(zx) fir alle t € R.

(4 Punkte)

c) Es seien A > 0 und X eine Poiy-verteilte Zufallsvariable. Berechnen Sie ¢x und
berechnen Sie E[X] und E[X?]| mithilfe von ¢x. (3 Punkte)

Anmerkung: Sollten Sie fiir die Bearbeitung der Aufgaben mehrere Blatter benétigen, so
sind diese zusammenzuheften. Bitte beschriften Sie Ihre Losungen in der ersten Zeile in
der folgenden Reihenfolge: Gruppenummer in Rot, Vorname, Name, Matrikelnummer,
Blattnummer!



