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12. Ubung Wahrscheinlichkeitstheorie I

(L£P Raume, Normalverteilung, Kovarianz)

Blatt 11: Korrigierte Aufgabe: 11.3
Blatt 12: Vorzurechnende Aufgabe: 12.1

Dies ist das letzte Ubungsblatt. Fiir die Zulassung miissen Sie 60 Punkte erreichen.

Aufgabe 12.1 (10 Punkte)

Es seien (2, F, 1) ein Mafiraum, p € (1, 0], sowie f,g € LP. Wir beweisen in dieser Aufgabe
Theorem 3.4.5. Fiir die Aufgabenteile a) - ¢) nehmen wir p € (1, 00) an.

a) Zeigen Sie f+ g € LP und

1f+ gl < NFCF+ g+ llg(f +9)P (1 Punkt)
b) Es sei ¢ := _t5. Zeigen Sie:
» » 1/q » 1/q
£+ 9 < 10 [ 17+ 9P an) "+l [ 17+ 9P an) ™ (2 Punkae
&) Zeigen Sie: ||f + gllp < /11y + gl (1 Punkt)

d) Angenommen p = oo. Zeigen Sie: f+g € L und || f+9|lc < || flloc+gllo- (2 Punkte)

e) Angenommen p = co. Zeigen Sie, dass sowohl u(|f| > || f|l«) = 0, als auch
w(f1 € lflloe — &, | fllsc]) > 0O fiir alle & > 0 gilt. (2 Punkte)

f) Angenommen f € £ und p ist endlich. Zeigen Sie:
Hf”pp_>—o>o 1/ 1l (2 Punkte)

Aufgabe 12.2 (10 Punkte)

Es seien (€2, F, 1) ein Mafiraum, p € [1,00), sowie (fn)nen C LP, f € LP derart, dass f, — f
p-f..

a) Angenommen || f,, — f||, — 0. Zeigen Sie: || full, — || fll,- (1 Punkt)
n—00 n—oo

1



b) Zeigen Sie £, — /1P < 2(ful? + |f?) = hn. (1 Punkt)

c) Es sei h,, wie in b). Zeigen Sie:

/2p+1|f|p dp < liH_l}nf</hn dp —|Ifn = f”ﬁ) (3 Punkte)
d) Angenommen ||f,ll, — || fllp- Zeigen Sie: || f, — fl|, — O. (3 Punkte)
n—00 n—00

e) Esseiennun p =1, f, >0 p-fs. firallen € N, f >0 p-fs., v, := fo, -, v = f - p.
Angenommen v,,(Q2) — v(Q2) fir alle n € N. Zeigen Sie
n—oo

||I/n — V”TV — 0.
n—o00

Bemerkung: Wir haben || - ||rv in Aufgabe 8.3 eingefiihrt. (2 Punkte)

Aufgabe 12.3 (10 Punkte)

Wir definieren AV(0,Y) := (fs - A\?) die zweidimensionale zentrierte Normalverteilung, wobei
Y = (Xi,)ijef1,2) eine symmetrische positiv definite Matrix ist und

1 1
fo(r) = ———=exp ( - —xTE_1x> fiir alle 7 € R

21y det(X) 2
Wir erinnern, dass Y invertierbar ist und eine eindeutige symmetrische positiv definite Matrix

VY existiert mit (vX)? =¥ und (vVE)! = VE-L

a) Zeigen Sie, dass fiir jede symmetrische positiv definite Matrix A gilt: A20 A = det(A)-\2.
Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis benutzen, dass A\? das einzige Maf3 auf (R?, B(IR?)) ist,
sodass A*(B+xz) = A\?(B) fiir alle z € R und B € B(R) und A\%([0,1]?) = 1. (2 Punkte)

b) Es seien X' und Y’ zwei unabhéngige N (0, 1)-verteilte Zufallsvariablen (ZV), Z' =
(X', Y")und Z = v/S(Z")". Zeigen Sie, dass Z eine N(0, X)-verteilte ZV ist. (3 Punkte)

c¢) Essei (X,Y) eine NV (0, X)-verteilte Zufallsvariable. Zeigen Sie, dass X eine N(0, 3 1)-
verteilte ZV ist, Y eine N(0, X 5)-verteilte ZV ist, und Cov(X,Y) = ¥;15. (2 Punkte)

d) Essei (X,Y) eine N (0, X)-verteilte Zufallsvariable mit Cov(X,Y’) = 0. Zeigen Sie, dass
X und Y unabhéngig sind. (1 Punkt)

e) Es sei X eine N(0,1)-verteilte ZV, Z eine von X unabhéngige ZV auf {—1,1} mit
P(Z=1)=P(Z=-1)= 3 und Y = XZ. Zeigen Sie, dass X und Y N(0, 1)-verteilte
ZV sind, aber keine symmetrische positiv definite Matrix ¥ existiert, sodass (X, Y") eine
N(0, X)-verteilte ZV ist. (2 Punkte)

Anmerkung: Sollten Sie fiir die Bearbeitung der Aufgaben mehrere Blatter bendtigen, so
sind diese zusammenzuheften. Bitte beschriften Sie Ihre Losungen in der ersten Zeile in
der folgenden Reihenfolge: Gruppenummer in Rot, Vorname, Name, Matrikelnummer,
Blattnummer!



