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Analysis 1
Ubungsblatt 11

Die Losungen miissen in den Ubungsbriefkasten Analysis 1 (Raum 301 im MI) geworfen werden.
Abgabeschluss ist am Donnerstag, den 19.01.2017, um 12 Uhr.

Aufgabe 1: Sei f: R — R stetig und f habe die zwei horizontalen Asymptoten [y, [y € R:

lim f(z)=10, lim f(z)=1Iy

T—r—00 r—r—+00

Zeigen Sie, dass f beschrankt ist.

Aufgabe 2 (04-2-+2 Punkte): Beweisen oder wiederlegen Sie:
(a) f:[-1,1] — C ist genau dann stetig, wenn Re(f) und Im(f) : [-1,1] — R stetig sind.

(b) Wenn f : [—1,1] — C eine stetige Funktion ist mit f (—1) = —1 und f (1) = 1, dann gibt
es o € (—1,1) mit f(xo) =0.

(¢) Wenn f : [—1,1] — C eine stetige Funktion ist mit f (—1) = —1 und f (1) = 1, dann gibt
es g € (—1,1) mit Re(f) (x¢) = Im(f) ().
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Aufgabe 3: Sei f(z) = {

Aufgabe 4: Fiir welche z € R ist die jeweilige Funktion differenzierbar?

(a) f(z) =]z —1] z?

Aufgabe 5 (2+2 Punkte): Wir betrachten die stetige Funktion f : R — R definiert durch

1 — |o| +2%sin (&) fallsz #0,
py= ) Hr )
1 falls x = 0.

(a) Berechnen Sie wenn moglich die linke und die rechte Ableitung in 0.

(b) Berechnen Sie wenn moglich lim,o f/ (z) und lim, o ' ().

Aufgabe 6 (4 Punkte): Sei f : (a,b) — R differenzierbar und es gelte f'(x) > 0 fiir alle
z € (a,b) . Zeigen Sie, dass dann fiir alle z1, z2 € (a,b) gilt:

1 < T - f(x1) < f(z2).



Aufgabe 7: Seien f,g : [0,1] — R zwei differenzierbare Funktionen. Definiere h : [0,1] — R
durch

h(z) = min (f (z), g (z)).

Sei a € (0,1). Beweisen Sie:
(a) Wenn f (a) # g (a), dann ist h differenzierbar in a.
(b) Wenn f (a) = g (a) und f’'(a) = ¢’ (a), dann ist h differenzierbar in a.
(¢) Wenn f (a) =g (a) und f'(a) # ¢' (a), dann ist h rechts-differenzierbar in a.

Definition: FEine Funktion f : [a,b] — R heifit stetig differenzierbar, wenn f ist differenzierbar
in (a,b) und es eine stetige Funktion g : [a,b] — R gibt, so dass g(x) = f'(x) fir z € (a,b).

Aufgabe 8: Sei f : [a,b] — R stetig auf [a, b], stetig differenzierbar und so, dass f(a) = f(b).
Zeigen Sie, dass « € (a, b) existiert mit f'(z) = 0.

Aufgabe 9: Sei f : [a,b] — R stetig auf [a, b], differenzierbar in (a,b) und so, dass f(a) = f(b).
Zeigen Sie, dass x € (a,b) existiert mit f'(x) = 0.
Aufgabe 10: Zeigen oder widerlegen Sie:

(a) Jede stetig differenzierbare Funktion f : [a,b] — R erfiillt die Lipschitz-Bedingung auf
[a, b].

(b) Jede differenzierbare Funktion f : [a,b] — R erfiillt die Lipschitz-Bedingung auf [a, b].
(c) Jede Lipschitz-stetige Funktion g : [a,b] — R ist differenzierbar.

Aufgabe 11 (24-2+0-+0 Punkte): Seien f,g,h : R — R differenzierbare Funktionen. Be-
schreiben Sie die folgenden Funktionen nur mit f, g und h, und Ableitungen von f, g und h.

(a) (fgh) () =

(b) ((fog)oh) (x)=
() ((f+9)oh) (z)=
(d) (fog)" ()=

Bemerkung: (fgh) (z) = f (v) g () h (2), (f +9) (v) = f () +g (x) und (f 0 g) (z) = f (g ().

Aufgabe 12: Sei [ ein offenes Intervall und f, g seien n mal differenzierbar auf I. Zeigen Sie,
dass in [ fiir die n-te Ableitung gilt:

9 =35 (2) g

k=0

Aufgabe 13 (242 Punkte): (a) Sei f: R — R in 0 differenzierbar und fir alle z,y € R
gelte f(x +y) = f(x)f(y). Zeigen Sie, dass f in jedem Punkt z € R differenzierbar ist.

(b) Zeigen Sie mit Hilfe von (a), dass exp in R differenzierbar ist.



