Prof. Dr. Guido Sweers WS 2022/23
Erik Faulhaber

Analysis 1
Ubungsblatt 5

Die Losungen miissen in den grauen Briefkasten im Innenhof des MI geworfen werden.
Abgabeschluss ist Donnerstag, der 17.11., um 12:00 Uhr.

Schreiben Sie Name, Matrikelnummer und Gruppennummer gut sichtbar auf die erste Seite
Threr Abgabe und tackern Sie mehrseitige Abgaben.

Aufgabe 1: (a) Zeichnen Sie die Menge {z € C: |z —i| + |z 4+ i| = 4} in der Gaussebene
ein.

(b) Sind die folgenden Aussagen richtig oder falsch?
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(iii) Die Folge {

ist monoton.
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Aufgabe 2 (3+3 Punkte): Sei f(z) = @z i?

gebrochen lineare Abbildung. Man nennt den Punkt z* einen Fixpunkt von f, falls f(z*) = z*
gilt.

mit «, 5,7,6 € C mit ad # By eine komplexe

(a) Zeigen Sie, dass jedes gebrochen lineare f, aufler der Sonderfall f(z) = z, hochstens
zwei Fixpunkte haben kann.

(b) Geben Sie je ein Beispiel fiir eine komplexe gebrochen lineare Funktion die (i) zwei,
(ii) genau einen und (iii) keinen Fixpunkt haben.

Aufgabe 3 (1+1+1 Punkte): Zeigen oder widerlegen Sie die folgenden Behauptungen.
(a) Es gibt eine Cauchyfolge {ay, }neny mit agx < 0 und agg—1 > 0 fiir alle k& € N.
(b) Es gibt eine unbeschrénkte Folge {a, }nen, die eine Cauchyfolge als Teilfolge besitzt.
(c) Es gibt eine reelle Cauchyfolge {a, }neny mit liminf, o a, < limsup,, . an.

Aufgabe 4 (3 Punkte): Es sei {x,, }nen eine konvergente Folge reeller Zahlen mit Grenzwert
limy, o0z, =: £. Zeigen Sie, dass fir jede Teilfolge {z,, }ren gilt:

lim z,, =¢.
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Aufgabe 5: Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen gelten:

(a) Fiir z,y > 0 gilt, dass \/zy < %—i—y
ur x1,...,o, > 0 gilt, ass"xl-...-xn_w.
(b) F >0 gilt, d <
n

Hinweis: Nutzen Sie vollstdndige Induktion. Nehmen Sie an, dass x,+1 > z; fir i €

{1,...,n} und wenden Sie die Bernoulli-Ungleichung auf
(1 n W) an, mit 4= SLT T I
(n+ 1)z n

Aufgabe 6 (3 Punkte): Sei {ay, }nen eine reelle, positive Folge mit lim,, oo a,, =: L. Zeigen
Sie, dass dann lim, (a1 - ag - an)l/” = L ist.

Hinweis: Schétzen Sie die Folge von oben und von unten ab und benutzen Sie die Tatsache,
dass lim,, al/™ =1 fiir a > 0.

Aufgabe 7 (3+2 Punkte): Zeigen Sie fir die komplexe Folge {z;, }nen, definiert durch

, 2Re(zp)Im(z,) .
=1+2 n+1l = )L n)s
21 + 21, Zn+1 Re(zn) + Im(zn) + iy/Re(zn)Im(zy,)

die folgenden Aussagen:

(a) Re(z1) < Re(z2) < ... <Re(zp) <Im(z,) <...<Im(z2) < Im(z).
Hinweis: Benutzen Sie vollsténdige Induktion und binomische Formeln.

(b) Die Folge {zp }nen konvergiert und fiir den Grenzwert z gilt: Re(z) = Im(z).

Hinweis: Der Grenzwert z muss hierbei nicht explizit berechnet werden.
Aufgabe 8: Es seien A:={z€ C: |z —2i| =1} und
fo: C=C* mit fo(2) =(141i)z,
1
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fb :Cr = C” mit fb(z) =

Beschreiben und skizzieren Sie mit Begriindung die folgenden Mengen:

(a) fa(A), (b) fu(A), (c) (fao fo)(A), (d) (foo fa)(A).



