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Analysis 2
Ubungsblatt 7
Die Losungen miissen in den Ubungsbriefkasten Analysis 2 (Raum 301 im MI) geworfen werden.

Aufgrund des Feiertags (Fronleichnam) ist Abgabeschluss am Mittwoch, den 14.06.2017,
um 15 Uhr.

Aufgabe 1 (6 Punkte): Sei f, : {oc — R definiert durch

n 2
1 2 Tk+1 Tk
hiw =0 3 ()

Wir betrachten die Funktion f (z) := lim, o fn (2).

(a) Zeigen Sie, dass diese Funktion f auf ¢, wohldefiniert ist.

Hinweis: f ist auf lo, wohldefiniert, wenn lim f, (x) fir alle x € (s, konvergiert.
n—o0

(b) Ist diese Funktion auch auf ¢5 wohldefiniert? Und auf ¢;?

c) Zeigen Sie, dass f ein Minimum in ¢, hat.

)

(c)

(d) Zeigen Sie, dass inf {f (z);x € ¢,} =0.

(e) Hat die Funktion f ein Minimum in ¢,7

(f)

Aufgabe 2 (3 Punkte): Bestimmen Sie die Nullstellenmenge der Funktion f : R* — R mit
fla,y) = (@ +y" = D(@* —y)e”

und zeigen Sie damit, dass f mindestens 4 Extrema besitzt.

Hat die Funktion f ein Minimum in ¢5?

Aufgabe 3 (6 Punkte): Es seien V, W normierte Vektorrdume und f : V' — W eine stetige
Funktion. Gilt folgendes fiir A C V7

(a) A ist abgeschlossen in V' = f(A) ist abgeschlossen in W
(b) f(A) ist abgeschlossen in W = A ist abgeschlossen in V'

c) A ist kompakt in V= f(A) ist kompakt in W

(
(d) f(A) ist kompakt in W = A ist kompakt in V'

)
)
)
(e) A ist zusammenhéngend in V = f(A) ist zusammenhéngend in W

(f) f(A) ist zusammenhéngend in W = A ist zusammenhéingend in V'
Begriinden Sie Thre Antworten und geben Sie Gegenbeispiele an, falls es nicht gilt.

Aufgabe 4: Wir betrachten (5. Zeigen Sie, dass die Teilmenge {z € {5 ; ||z|, < 1} abgeschlos-
sen und beschrankt, aber nicht kompakt ist.



Aufgabe 5: Sei (V,||-||) ein normierter Vektorraum.
(a) Sei A C V mit A # (). Zeigen Sie, dass die Abstandsfunktion zu A
d(z,A) :=inf {||xr —a||;a € A}
eine (bzgl. ) stetige Funktion ist.

Sei nun K C V kompakt und {Ui,...,U,} eine endliche Uberdeckung von K durch offene
Mengen in V. Zeigen Sie:

(b) Die Funktion d(x) = max {d(z,dU,);...:d(x,dU,,)} ist stetig.
(¢) Es gilt d(z) > 0 fiir alle z € K.
(d) Es gibt ein r > 0, sodass jede Kugel B,(z) fiir € K in einer der Mengen U; liegt.

Aufgabe 6: Die Menge L := {(z,0);0 <z < 1} C R? wird iiberdeckt durch die offenen Ku-
geln {B,, (p;,0)};2, mit 0 < p; < 1 und r; € R,
Wir wollen durch Widerspruch beweisen, dass
endlich viele dieser Kugeln schon fiir eine Uber-
deckung reichen. j
Zeigen Sie folgende Schritte unter der An-
nahme, dass sich L nicht durch endlich viele
B, (pi, 0) iiberdecken lasst:

1. Zu jedem n € N gibt es ein ( IBOn ) € L mit ( QE)" ) & UB” (1, 0).
i=1

2. Die Folge {z,},-, hat eine konvergente Teilfolge {z,, },- .

3. Fir 2o = klim Ty, gilt < $5° ) € L und es gibt i* € N mit ( $(c)>o ) € B,.. (pi+,0).
—00

4. Es gibt kg > * derart, dass fiir & > ko gilt, dass z,, € B,. (p+,0).
5. Zeigen Sie, dass 4. im Widerspruch zu 1. steht.

Aufgabe 7 (5 Punkte): Fiir offene Mengen in R™ sind Zusammenhang und Wegzusammen-
hang dquivalent. Sind die folgenden Mengen (weg)zusammenhéngend?

(a) {(z,y) e R%y? <a? (1 —2)}; (b) {(0,0)}U{(z,y) € R*y* <a? (1 —2?)};
(c) {(z,sin(1));0<a <1}y (d) {(0,0)} U {(z,sin());0<z<1}.
(e) {(0,0)}U{(etcos(10t),e tsin(10t));t > 0}.

Begriinden Sie Thre Antworten.
Hinweis: Hier sehen Sie Bilder zu den Aufgabenteilen:
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