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Die Losungen miissen in den Ubungsbriefkasten Analysis 3 (Raum 301 im MI) geworfen werden.
Abgabeschluss ist am Donnerstag, den 30.11.2017, um 12 Uhr.

Aufgabe 1: Sei f: (0,1) — R differenzierbar und f’ beschrankt.
(a) Zeigen Sie, dass die Ableitung f’ Lebesgue-integrierbar auf (0, 1) ist.
Hinweis: Betrachten Sie f,(x) =n (f (w + 1_790) —f (a: — %)) firn e N, n > 1.
(b) Zeigen Sie, dass

frdx=f(b) — f(a) fir alle 0 < a < b < 1.
[a,b]

Hinweis: Benutzen Sie den Satz iiber majorisierte Konvergenz fiir den Differenzenquoti-
enten und die Tatsache, dass [ eine Stammfunktion hat, weil f stetig ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte): Sei ' : R — R konvex, X C R™ Lebesgue-messbar mit 0 < A\(X) < oo
und f : X — R Lebesgue-integrierbar. Zeigen Sie die Ungleichung

F(ﬁ/){f@\)gﬁ/xﬂﬁd)\.

Hinweis: Eine magliche Definition der Konvexitat von F' ist, dass es zu jedem y € R einp € R
derart gibt, dass

f(@) = fy) +plz —y)
fiir alle x € R gilt.

Weiter diirfen Sie verwenden, dass F o f Lesbeque-integrierbar ist.

Aufgabe 3 (2+2+2 Punkte): Bestimmen Sie fiir die jeweilige Funktionenfolge {f,},en+ eine
Funktion f so, dass f = lim f,, A-fast-iiberall gilt und berechnen Sie
n—oo

lim [ f,d\  und / £ dX.

(a) fo(x) =€ (b) fu(z) =n“ ]1[0 l] (x) firaeR

n

(c) fu(z) =nlog <1 + g(l‘)) fiir g € £L1(R) mit g > 0

n



Aufgabe 4 (0+2+2+0 Punkte): Wir definieren die Funktionenfolge {8 }xen, 0x € L*(R) durch

1 k

) = T

Zeigen Sie:
(a) Fiir alle x € R und k € N7 gilt §; > 0.
(b) Fiir alle k € N* gilt [ ), dz = 1.
(c) Fiir alle € > 0 gilt Jim Joy (e Or dz = 0.
)

(d) Fir alle f € C.(R) und = € R gilt

lim [ dx(z —y)f(y) dy = f().

k—o00 R

Aufgabe 5: Zeigen Sie: Ist f : R — R Lebesgue-integrierbar, so gilt A-fast-iiberall in R:

lim f(z+n)= lim f(x —n)=0.
n—00 n—00

Aufgabe 6: (a) Es seien f; : X — R Lebesgue-integrierbare Funktionen auf einer Menge
X C R™ mit A(X) < oo und die Folge { fi }ren konvergiere auf X gleichméfig gegen die
Funktion f. Man zeige, dass auch f iiber X integrierbar ist, und

/fd/\zlim o d.
X k—oo [x

(b) Geben Sie ein Gegenbeispiel dafiir an, dass in Teil (a) nicht auf A\(X) < oo verzichtet
werden kann.

Aufgabe 7: Es sei Y -, fi eine Reihe Lebesgue-integrierbarer Funktion (auf R™) mit

S| Al dh<oo.
k=17 R"

Zeigen Sie, dass die Reihe fast {iberall gegen eine integrierbare Funktion konvergiert. Zeigen Sie

weiter die Gleichung
/ (ka) dA=>"[ frdX.
R™ \ k=1 k=17 R"

Aufgabe 8 (442 Punkte):
(a) Seien 1 <p < g < oo und X C R" Lebesgue-messbar mit 0 < A\(X) < co. Zeigen Sie
LX) C LP(X).

(b) Gilt die Aussage von (a) auch noch, wenn A(X) = oo ist? Beweisen Sie die Aussage in
diesem Fall oder widerlegen Sie sie durch ein Gegenbeispiel.



