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Die Losungen miissen in den Ubungsbriefkasten Analysis 3 (Raum 301 im MI) geworfen werden.
Abgabeschluss ist am Donnerstag, den 07.12.2017, um 12 Uhr.

Aufgabe 1 (3+2 Punkte): Sei X C R” messbar, f,g € LP(X) und p € [1, o0].
(a) Zeigen Sie: f =g Mast iberallin X <= [|f =gl =0
(b) Zeigen Sie, dass ||| z,(x) eine Norm auf C(X) N LP(X) ist.

Aufgabe 2:
(a) Sei f € L2(X) mit A(X) < co. Zeigen Sie, dass limy, oo || | 2o (x) = [/l oo ()

(b) Gilt die Aussage auch fiir A\(X) = oo? Finden Sie einen Beweis oder geben Sie ein Ge-
genbeispiel an.

Aufgabe 3 (5 Punkte): Seien a,b € R mit b > a und p € [1,00). Sei u : [a,b] — R mit
u(a) = 0 = u(b) eine stetig differenzierbare Funktion. Zeigen Sie, dass es ein C' > 0 unabhingig
von u gibt, sodass

HUHLP([a,b]) <C Hu/Hcp([a,b})

Hinweis: Zeigen Sie zundchst die Aussage fiir p =1 und nutzen Sie anschlieffend fir p > 1 die
Hélder-Ungleichung.

Aufgabe 4: Sei [a,b] C R.
(a) Sei u € C([a,b]). Weiter gelte fiir alle v € C*([a, b]) mit v(a) = 0 = v(b)

/ wv' d\ =0.
[a,b]

1 b
Zeigen Sie, dass u konstant ist: u(z) = o / u(y) dy.

Hinweis: Finden Sie eine passende Funktion v, deren Ableitung v’ der Funktion u — c fir
eine passende Konstante ¢ entspricht.




(b) SeiV := {u; u € C*([a,b]) mit u(a) =0 = u(b)} Priifen Sie, ob die folgende Abbildung
(-,-) : V x V — R ein inneres Produkt auf V' ist:

(u,v) = / (uwv' + u'v 4+ wv) dX.
[a,b]

Aufgabe 5: Sei H ein reeller Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) und zugehorige Norm ||-|.
Sei {x1, 2, ...} C H ein Orthonormalsystem, d.h. fiir alle i, 7 € N* gilt

(x;,z;) =0 wenn ¢ # j und (z;,z;) = 1.
(a) Zeigen Sie, dass fiir N € NT gilt:
N 2 N
D || =Dl
n=1 n=1

(b) Seiy € H. Zeigen Sie, dass fiir yy = ZnN:I (T, y) T, gilt

2 2 2
ly —uyn|” = llyll” — lly~]”-

(c) Seiy € H. Zeigen Sie
S () < 0l
n=1

Aufgabe 6 (4 Punkte): Seien ¢,(z) = \/LE cos(nz) und s,(z) = \/LE sin(nz) fiir n € NT. Damit
definieren wir S := {¢,, ; n € Nt} U {s, ; n € NT}. Zeigen Sie, dass fiir f,g € S

2 fall
0 1 falls f=g

gilt. Das heikt, dass S ein Orthonormalsystem in L?([0, 27]) bildet.

Aufgabe 7 (2+2+2 Punkte): Sei 9 : C'(]0,1]) — C(]0,1]) der Operator, der jeder Funktion
f € C'(]0,1]) ihre Ableitung f" € C([0, 1]) zuordnet, der also df = f’ erfiillt.

(a) Zeigen Sie, dass 0 : C*(]0,1]) — C([0, 1]) stetig ist. Dabei seien C([0,1]) mit der Norm
[flloe :=sup |f(z)|

z€[0,1]
und C'([0,1]) mit der Norm || f|lc1 := || f]|oo + || //||co versehen.

(b) Bestimmen Sie

e
up
Feci((o0,1)) I fller
740
Hinweis: Betrachten Sie die Funktionenfolge fi(x) := ¢ Lsin(krx).

(¢) Zeigen Sie, dass 0 : C*([0,1]) — C([0,1]) nicht stetig ist, wenn man C*([0, 1]) ebenfalls
mit der Supremumsnorm || - ||« versieht.



