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Die Losungen miissen in den entsprechenden Kasten im Studierendenraum 3. Stock MI
geworfen werden. Abgabeschluss ist Donnerstag, der 25.1., um 12:00 Uhr.
Schreiben Sie Name, Matrikelnummer und Gruppennummer gut sichtbar auf die erste Seite
Threr Abgabe und tackern Sie mehrseitige Abgaben.

Die Punkte die Sie auf diesem Blatt erreichen kénnen zéhlen als Bonus, d.h. Sie brauchen
120 Punkte zum Erreichen der Zulassung.

Aufgabe 1: Sei A eine symmetrische n x n-Matrix. Sei f: R™\ 0 — R wie folgt definiert:

v - Av

flo) =220

(a) Zeigen Sie, dass f eine beschrankte Funktion ist, d.h., dass ein ¢ € R existiert, sodass
[f(w)] <e
fir alle v € R\ {0} gilt.
(b) Berechnen Sie V f(v).
(c) Begriinden Sie, dass es ein vyap € R™ mit ||vmaz|] = 1 gibt, sodass
f(Wmaz) = sup  f(v)
veR™\ {0}

gilt.
(d) Zeigen Sie, V f(vmaz) = 0.
(e) Zeigen Sie, dass Upmq, ein Eigenvektor von A mit Eigenwert f(vmaz)-

Aufgabe 2: Sei U C R? offen, f € C*(U,R), F € C*(U,R?) und v € R3 ein beliebiger
Vektor. Zeigen Sie:

(a) rot(F x v) = 0, F — (divF)v (d) rotrotF = V(divF') — AF
(b) divrotF =0
(c) rotVf =0 (e) rot(fF) = frotF + (Vf) x F

Aufgabe 3 (5 Punkte): Sei @ ein Tetraeder mit den Eckpunkten (0,0,0), 1,0,0, (0,1,0)
und (0,0,1) und

T — 2z
v(z,y,2) = | 3z — 4w
5T +y

Berechnen Sie [V - vdV mit dem Satz von Gauf.



Aufgabe 4 (5 Punkte): Sei C eine geschlossene Kurve und

Yyz
v(z,y,2) = | zz

Ty

Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Stokes, dass das Integral [, v - Tds gleich Null ist,
wobei 7 der Tangentialvektor, der sich zur Normalen der Kurve C' links herum dreht.

Aufgabe 5 (5 Punkte): Sei v(z,y, 2) = (3y, —x2,y2?) sowie die Fliche F mit z = (22 +y?),
die durch die Ebene z = 2 begrenzt wird und C' die dazugehdrige Randkurve mit der
Parametrisierung r(t) = 2cost, 2sint,2), 0 <t < 27. Bestimmen Sie die Integrale [, v -7ds
und [ [,,(V X v)-ndo, wobei n der Normalenvektor zu C' ist und 7 der Tangentialvektor,
der sich links herum dreht.

Aufgabe 6 (5 Punkte): Ein Heiflluftballon H habe die Form einer Sphirenkappe vom
Radius Offnungsdurchmesser, d.h. H = {(z,9,2) : 2> +3*> + 22 = R, —a < z < R} mit
a > 0 und d = 2V R? — a2 . Das heisse Gas dringt durch die porése Oberfliche mit der
Geschwindigkeit v = rotF, F(x,y,2) = (—y,x,0) . Berechnen Sie den Fluss [, v -ndo
durch die Ballonoberflache.

r+y
Aufgabe 7: Sei M = {(1,y,2): 0 < z =1 — 22 —4?} und v(z,y,2) = y—x
22 + 2% + y?
Weiter sei n das hinauf gerichtete Normalenvektorfeld und do das Oberflichendifferential.
Berechnen Sie mit dem Satz von Stokes

/M(V X v) - ndo.

Aufgabe 8: Sei U C R" offen und beschriankt und OU € C'. Weiter sei n der auswiérts
gerichtete Normaleneinheitsvektor auf 0€2 und do das Oberflichendifferential. Zeigen Sie:

o i — un;do

(a) Fiir ue CY(U) und i € {1,...,n} gilt:
U Oz; ouU

(b) Fiir u,v € C*(U) und i € {1,...,n} gilt: / Ou vd\ = —/ u Ov vdA + uon;do
U 0x; U oz U

(c) Fiir u € C%(U) gilt: / Aud) :/ @da
U oU On

(d) Fiir u,v € C%(U) gilt: / Vu - Vod\ = 7/ uAvd\ + u@da
U U ou On



