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Die Lösungen müssen in den entsprechenden Kasten im Studierendenraum 3. Stock MI
geworfen werden. Abgabeschluss ist Donnerstag, der 9.11., um 12:00 Uhr.
Schreiben Sie Name, Matrikelnummer und Gruppennummer gut sichtbar auf die erste Seite
Ihrer Abgabe und tackern Sie mehrseitige Abgaben.

Aufgabe 1: Wahr oder falsch? Begründen Sie Ihre Antwort.

(a) ∅ ≠ A ⊂ R offen ⇒ λ(A) > 0.

(b) λ(A) > 0 ⇒ A◦ ̸= ∅.

(c) A ⊂ R abzählbar ⇒ λ(A) = 0.

(d) A ⊂ R Lebesgue-messbar,
λ(A) = 0 ⇒ λ(A) = 0.

(e) λ(A) = 0 ⇒ A ist abzählbar.

(f) d(A1, A2) > 0 ⇒ A1 ∩ A2 = ∅.

(g) A1 ∪ A2 = ∅ ⇒ d(A1, A2) > 0.

(h) A ⊂ R und λ∗(A) = 0 ⇒ A ist
Lebesgue-messbar.

Aufgabe 2: Begründen Sie anschaulich, warum das Lebesgue-Maß verschiebungs- und
rotationsinvariant ist

Aufgabe 3: Sei d(·, ·) die Distanzfunktion zweier Mengen in P(Rn). Man beweise oder
wiederlege:

(a) d(x, A) ≥ d(y, A) − ∥x − y∥ für x, y ∈ Rn und A ∈ P(Rn).

(b) d(A, C) ≤ d(A, B) + d(B, C) für alle A, B, C ∈ P(Rn).

(c) d(A ∪ B, C) ≤ min(d(A, C), d(B, C)) für alle A, B, C ∈ P(Rn).

(d) d(A ∩ B, C) ≤ max(d(A, C), d(B, C)) für alle A, B, C ∈ P(Rn).

Aufgabe 4: Für jede Menge A ∈ L gibt es kompakte Mengen Kn und offene Mengen On

mit Kn ⊂ A ⊂ On und
lim

n→∞
λ(Kn) = λ(A) = lim

n→∞
λ(On).

Konstruiere solche Mengen für

(a) A = R,

(b) A = Q,

(c) A = C, die Cantormenge,
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(d) A = C∗, die fette Cantormenge.

Aufgabe 5: Im Allgemeinen gibt es für A ∈ L weder offene Mengen On ⊂ A mit limn→∞ λ(On) =
λ(A) noch kompakte Mengen Kn ⊃ A mit limn→∞ λ(Kn) = λ(A).

Geben Sie Beispiele zweier Mengen A ∈ L, bei der das Lebesgue-Maß sich so nicht
approximieren lässt.

Aufgabe 6 (3+3+3 Punkte): Sei C ⊂ [0, 1] die Cantormenge, d.h.

C := [0, 1] \
∞⋃

n=0

3n−1⋃
k=0

(3k + 1
3n+1 ,

3k + 2
3n+1

)
.

Zeigen Sie:

(a) Jedes x ∈ C besitzt eine triadische Darstellung

x =
∞∑

k=1
2xk3−k (1)

mit xi ∈ {0, 1} für i = 1, . . . , ∞.

(b) Ist {0, 1}N abzählbar?

(c) C hat Hausdorffdimension ln(2)
ln(3) .

Aufgabe 7 (1+1+3+1+1 Punkte): Sei C ⊂ [0, 1] die Cantormenge. Aus Aufgabe 6 wissen
wir, dass jedes x ∈ C die Darstellung (1) besitzt. Damit definieren wir die Funktion

F (x) :=
∞∑

k=1
xk · 2−k

auf C und setzen sie durch

F (y) := sup{F (x) : x ∈ C, x ≤ y}

zu einer Funktion F : [0, 1] → [0, 1] fort. Zeigen Sie:

(a) F ist stetig.

(b) F ist monoton wachsend.

(c) F ist für kein x ∈ C differenzierbar.

(d) F ist für alle x ∈ [0, 1] \ C differenzierbar mit F ′(x) = 0.

(e) F ist surjektiv.

Aufgabe 8 (4 Punkte): Beweisen Sie, dass die Menge {f(x) : x ∈ A} mit A = {x ∈
R : f ′(x) = 0} für eine stetig differenzierbare Funktion f : R → R eine Lebesgue’sche
Nullmenge ist.
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