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Dieses Ubungsblatt ist unbepunktet und muss nicht abgegeben werden.

Aufgabe 1: Berechnen Sie die folgenden Integrale

IS—I
a) j;]<x<y<l y d(x,y),

b) [ ey (327 97 + ) d(w,y).

Aufgabe 2: Wir berechnen das Volumen der Einheitskugel im n-dimensionalen euklidischen
Raum B (0) := {x € R"; |z| = /22 + -+ 22 < 1}

a) Zeigen Sie, dass

/ e dx = /7.

b) Berechnen Sie mithilfe von a) das Integral [g, e~ dy.
c) Zeigen Sie, dass
Vol,_1(S™ ') = nVol,,(B,(0)),

wobei Vol,,_1(S™ 1) der Oberflicheninhalt der Einheitssphire ist und Vol,(B;(0)) das
Volumen der Einheitskugel.

Hinweis: Verwenden Sie Vol,(B(0)) = [, B, (0) 1dx und die Substitution z = rw mit r €
(0,1) und w € S

d) Verwenden Sie Aufgabenteil b) und ¢) um zu zeigen, dass
Vol,,(B1(0)) = =——

wobel die Gamma Funktion definiert ist durch

F(z):/ ¥ e dx
0

und I'(2)z = I'(z 4+ 1) fiir z > 0 erfiillt.



Aufgabe 3: Sei b > 0 und v € C([0,b]) strikt positiv, also minge(o 5 v(z) > 0. Zeigen Sie, dass
die beiden folgenden Normen auf C([0,b]) dquivalent sind:

|t|loo := sup |u(x)|, |ull, := sup v(z)lu(z)| fir u € C([0,d]).
x€[0,b] z€[0,b]

Hinweis: Zwei Normen || - |1 und || - ||2 sind dquivalent in X, wenn es Konstanten Cy,Cy > 0
gibt, sodass

Cl||u||1 < ||U||Q < CQHUHl fir alle u € X.

Aufgabe 4: Sei X = (([0,00)) der Raum der beschriankten stetigen Funktionen auf [0, c0)
und || - || definiert durch

|ulls = sup P |u(z)| fiir u € Cy([0, 00)).
z€[0,00)

a) Fir welche g € R ist (Cy([0,00)),] - ||3) ein normierter Raum?

b) Fiir welche § € R ist die Supremumsnorm || - || &quivalent zu || - || 57

Aufgabe 5: Sei p € [1,00). Wir betrachten die folgenden unendlichdimensionalen normierten
Raume:

1
0o 00 13
? = {:c = (x1, 22, ... ),Z |z |P < oo} mit der Norm ||z, = (Z \xk|p> :
k=1

k=1

> = {:p = (21, 22,...); sup |zg| < oo} mit der Norm ||zl = sup |z,
keN+ keN+

co = {x = (21,29, . .. ),]}Lrgoxk = O} mit der Norm ||z||c = sup E7AR
keN

a) Zeigen Sie, dass 7 C co C £ fiir alle 1 < p < 0.

b) Zeigen Sie, dass 7 ¢ (9 fiir 1 < g < p < 0.

c) Zeigen Sie, dass ¢y ¢ (P fiir alle 1 < p < 0.
)

d) Zeigen Sie, dass die Normen || - || und [| - |2 auf £ nicht &quivalent sind.

Aufgabe 6: Betrachten auf der Einheitskugel B;(0) € R" den Raum der messbaren und
quadratisch integrierbaren Funktionen L?*(B;(0)). Zeigen Sie, dass (L?(B(0)), || - ||) mit

1l = / @l i g € 12(0)

ein normierter Raum ist. Hier gilt f = g in L?(B;(0)), wenn f(x) = g(z) fiir fast alle x € B;(0).



