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Die Losungen miissen eingescannt iiber Ilias eingereicht werden. Abgabeschluss ist am Sonntag,
den 21.06.2020, um 23:59 Uhr.

Aufgabe 1: Seien (V)| - ||y) und (W, || - |[w) Banachraume.

a) Zeigen Sie, dass ein Operator K € BL((V,|| - |lv), (W, || - |lw)) genau dann kompakt ist,
wenn K (Bj(0)) kompakt ist.

b) Zeigen Sie, dass wenn dim(V) < oo, dann ist jeder lineare und beschrankte Operator

K= (Vo[- [lv) = (W, || - [lw) kompakt.

¢) Zeigen Sie, dass der Operator I : (C%*([0,1]), ] - lo.) = (C([0,1]), | - [|o) gegeben durch
I(u) = u fiir alle @ € (0, 1) kompakt ist.

d) Sei V' unendlich dimensional und 7 : (V,|| - ||v) — (V.|| - ||v) die Identitét. Ist dieser
Operator kompakt?

Aufgabe 2 (2+2+2 Punkte): a) Sei N € NT. Ist der Operator A : (€2, - [|2) — (¢4, - ||l2)
definiert durch

A(zy,x9,...) = (x1,29,...,2x,0,0,...)

kompakt?

b) Sei @ = {ap}tnen € ¢o mit «, # 0 fiir alle n € NT. Betrachten Sie den Operator B :
(- ll2) = (€2,]] - |l2) gegeben durch

B(ﬂfl,lEQ,Qfg, .. ) = (alxl,a2x2,a3x3, Ce ) .

Zeigen Sie, dass B kompakt ist.

c) Sei S : (£2,] - |]2) — (€3] - ||2) der Shift-Operator S(x1,z2,...) = (0,21, Ts,...). Zeigen
Sie, dass es fiir den Operator S o B mit B aus Aufgabenteil b) kein A € R gibt, sodass
(S o B)x = Az fiir ein z € (*\{0}.

Aufgabe 3: Seien (V.| - ||y) und (W, | - ||w) Banachrédume.

a) Sei K € BL((V, || - |lv), W, | - llw)) ein kompakter Operator und Range(K) C W abge-
schlossen. Zeigen Sie, dass dann Range(K) endlich dimensional ist.

b) Zeigen Sie, dass der Raum der kompakten Operatoren ein abgeschlossener Unterraum von

BL((V [ - [lv), W, - llw)) ist.

c) Sei K € BL((V,]| - |lv)) ein kompakter Operator und A € R\{0}. Zeigen Sie, dass dann
ker(K — M) endlich dimensional ist.



Aufgabe 4: a) Sei Xy :={f € C[0,1]; f(0) = 0)}. Zeigen Sie, dass (Xo, || - ||c) €in Banach-

raum ist.

Seit € [0,1] und A; : (Xo, || - |lo) = (Xo, | - ||co) definiert durch

Jfl@—t) fallsze[t1],
Al = {0 falls z € [0, ¢].

b) Zeigen Sie, dass A € BL((Xo, || - ||loo); (Xo, || * [|o0))-
c¢) Berechnen Sie die Operatornorm von A;.

d) Fir welche t € [0, 1] ist A; ein kompakter Operator?

Aufgabe 5: Uberpriifen Sie, ob die folgenden Operatoren A; : (C[0, 1], || [loe) — (C[0, 1], |- [lo)
fir i € {1,2,3,4} kompakt sind:

a) (Au)(z) = u(z?);
b) (Azu)(z) = [y €™ f(y)dy;
¢) (Asu)(x) = u(0) + 2*u(1).
d) (Aqu)(z) = zu(z).

Aufgabe 6 (6 Punkte): Seien (X, ||-|x), (Y,]-|y) und (Z, || - ||z) Banachrdume. Angenommen
A e BL((X, ] - |Ix), (Y, - |ly)) ist kompakt und B € BL((Y, || - [lyv).(Z,] - ||z)) ist injektiv.
Zeigen Sie, dass es dann fiir alle ¢ > 0 eine Konstante C. > 0 gibt, sodass fiir alle x € X

[Azlly < ellz]lx + Cc||BAz]|z.

Bemerkung: Dieses Ergebnis ist als Lemma von FEhrling bekannt.
Hinweis: Angenommen die Behauptung gilt nicht. Dann gibt es fiir jedes n € N ein Element
z, € X, sodass || A(xy)|ly > el|znllx + nl|BA(zy,)||z. Fihren Sie das zu einem Widerspruch.

Aufgabe T7: Betrachten Sie die Operatoren Ay, A_ : (C[—-1,1],| - |lc) = (C[=1, 1], - |lx)
gegeben durch

(Ayu)(z) = uw(@) +u(=z), (Aw)(r)=u(z)—u(-z)
Zeigen Sie, dass Ay, A_ € BL((C[-1,1], || - ||loo); (C[=1,1],|| - ||c0))- Sind die Operatoren kom-
pakt?

Aufgabe 8 (414 Punkte): a) Zeigen Sie dass der Operator Ay : (C[0,1], |||lc) — (C[0, 1], ||-

||loo) gegeben durch (Aju)(x fo y)dy linear, beschréankt und kompakt ist.
b) Zeigen Sie dass der Operator Ao - (C[0, 1], - lso) — (C[0,1],]] - ||leo) gegeben durch
(Aqu)(z) = % fo y)dy fir z # 0 und gegeigneter Fortsetzung in x = 0 wohldefiniert,

linear und beschrankt jedoch nicht kompakt ist.



