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1. Bestimmen Sie die Eigenwerte und deren algebraische und geometrische Vielfachheit.

3 0 0 0 0 0 0
1 3 0 1 0 0 0
1 1 3 2 0 0 0
0 0 0 2 0 1 0
0 0 0 1 1 1 0
1 0 0 1 1 1 0
1 0 0 0 0 0 2



2. [1+2+2 Punkte] Wir definieren A : `2 → `2 durch (Ax)k := k
k+1xk + 1

k+1xk+1.

(a) Zeigen Sie, dass A ∈ BL ((`2, ‖·‖2)).
(b) Ist A Fredholm?

(c) Berechnen Sie die Eigenwerte von A.

3. Wir definieren A ∈ BL ((`2, ‖·‖2)) durch (Ax)k =

k−1∑
m=0

(
1

2

)k+m

xk−m.

(a) Zeigen Sie, dass σP (A) =
{

1
2k

; k ∈ N+
}

.

(b) Ist A kompakt?

(c) Beschreiben Sie das Spektrum.

4. Sei f ∈ C [0, 1] eine feste Funktion und definiere Af ∈ L (C [0, 1] , ‖·‖∞) durch

(Afu) (x) = f(x)u(x).

Zeigen Sie, dass für alle λ ∈ σP (Af ) gilt, dass die Vielfachheit ∞ ist.
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5. Betrachte C [0, 1] mit den Teilräumen

C`=0 [0, 1] := {u ∈ C [0, 1] ;u(0) = 0} und

C0 [0, 1] := {u ∈ C [0, 1] ;u(0) = u(1) = 0} .

Sei θ ∈ (0, 1).

(a) Gibt es v ∈ C`=0 [0, 1] mit ‖v‖∞ = 1 und

inf
u∈C0[0,1]

‖v − u‖∞ = θ?

(b) Gibt es v ∈ C`=0 [0, 1] mit ‖v‖2 = 1 und

inf
u∈C0[0,1]

‖v − u‖2 = θ?

6. [5 Punkte] Betrachte K ∈ L (C [0, 1] , ‖·‖∞), definiert durch

(Ku) (x) := x2u (0) + u (1) .

Bestimmen Sie das Spektrum des Operators.

7. [1+2+2+2+2+1 Punkte] Betrachten Sie den Operator K ∈ L (C [0, 1] , ‖·‖∞), definiert
durch

(Ku) (x) = (1− x)

∫ x

0
tu (t) dt+ x

∫ 1

x
(1− t)u (t) dt.

(a) Zeigen Sie, dass K kompakt ist.

(b) Zeigen Sie, dass ‖K‖ ≤ 1
8 .

(c) Begründen Sie, dass (λI −K)u = g ∈ C [0, 1] für |λ| > 1
8 genau eine Lösung u ∈

C [0, 1] hat.

(d) Für u ∈ C [0, 1] gilt Ku ∈ C2 [0, 2] und ist v = Ku die Lösung von{
−v′′(x) = u(x) für x ∈ (0, 1) ,

v(0) = v(1) = 0.

Zeigen Sie, dass vc = (I − cK)−1Ku für |c| < 8 eine wohldefinierte Lösung ist von{
−v′′(x)− cv (x) = u(x) für x ∈ (0, 1) ,

v(0) = v(1) = 0.
(1)

(e) Berechnen Sie σP (K).

(f) Zeigen Sie, dass es für jedes c ∈ R \
{
k2π2; k ∈ N+

}
und jede Funktion u ∈ C [0, 1]

eine Lösung v von (1) gibt.
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