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1. [14+2+42 Punkte] Bestimmen Sie das Spektrum mit Angabe von Punktspektrum, konti-
nuierlichem Spektrum und Residualspektrum fiir:

(a) S4 € BL(¢4,]||;) definiert durch

0 fir k =1,
Th—1 fiir k& > 2.

(se) = {
(b) S— € BL (41, ||-||l;) definiert durch
(S—z)), = T

(c) L € BL({y,]|l;) definiert durch

2. Andert sich das Spektrum, wenn man S, , S_ und L aus der ersten Aufgabe als Operator
in BL ({o, ||-||o) oder BL (co, ||-||,,) betrachtet?

3. [1+14+4+4+4+40+0+3+2 Punkte] Wir definieren fiir 2,y € B1(0) C R? die Funktion
G : B1(0) x B1(0) — [0, 00] durch

1 2P =2z -y +1
G (z,y) := —log =" ly] m2 y+ .
4 |z -y

Aufgepasst: hier steht = = (1, 22) und y = (y1, y2).

Setzt man v := Gf mit

[ Gy sy s f € CED).
B1(0)

dann gilt

G & BL((CBO) e ) 5 (€ (B0 Il ) )

1



(a) Zeigen Sie, dass % ; ﬁrrar logr = 0 fiir » > 0. Begriinden Sie damit, dass

—A;G (z,y) =0 fir z € B1(0) \ {y}.

2 2
_ o) o) _
NB A, = () + (%) =

1 B
(b) Zeigen Sie auch, dass lim¢q G (¢

2
d.,.0 1 _ _ :
5T F+ﬁ<%) wenn x; = 7 cos e und xg = rsin p.
T,y) =

=0 fir z € 0B1(0) und y € B;(0).
Man kann sogar zeigen, dass u := G f fiir f € C(B;(0) die eindeutige schwache Losung ist

von
—Au=f in B;(0),
u=0 auf 0B;(0).

(c) Man kann G auch wie folgt betrachten: G € BL (C(Bl(O)), HHOO) Zeigen Sie, dass
dieses G kompakt ist.

(d) Man bekommt alle Eigenfunktionen von G € BL (C(Bl(O)), HHOO> in der Form
® (r,) = g(r)sin (np) mit n € N* und
g(r) cos (ng) mit n € N

und g € C?[0, 1]. Welche n-abhingigen Randwertprobleme bekommt man fiir g7

(e) Fiir jedes n bekommt man abzihlbar viele unabhéngige Losungen {gn )yt des
letzten Randwertproblems mithilfe von Besselfunktionen. Wie? Hinweis: googlen.

(f) Mit o € {c, s} fiir sin oder cos schreiben wir fiir alle solche Funktionen:
{(I)”’k’o}(n,k,a)el = {gn,k(') sin (n')}nEN‘*‘,kEN‘*‘ U {gn,k(') cos (n')}nEN,kEN‘* :

Es gilt
_A(I)n,k:,o = )\n,k’q)n,k,g in By (0)7
®,5 =0 auf 0B1(0),

mit A\, = O (n2 + kz) Mit diesen Funktionen {®,, U} ¢ Dassend skaliert, also

(n,k,0)
<(I)n,k,o'7 q)n,k,o'> = 17

hat man ein vollstéindiges Orthonormalsystem fiir L? (B1(0)). Zeigen Sie, dass

<q)n1,k17017(1)n2,k2702> =0,

wenn entweder ny # ng oder o1 # o9.

(g) Fiir f € C(B1(0)) berechnen wir, mit ® wieder in kartesischen Koordinaten,

nk,oc — n.k.oc d
Fure /B PCHOLE

Zeigen Sie, dass

2

”fHL2(Bl(O)) = \/Z(n,k,a)el

(h) Wenn gilt, dass
Z fn,k,aq)n,k,a(')a (*)

(n,k,0)el

wie kann man G f wie in mit Hilfe der Funktionen ®,, ;. , schreiben?



