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1. [1+1+2+1 Punkte] Wir betrachten in Hilbertraum
(
`2, 〈·, ·〉

)
die Einheitsvektoren en,

definiert durch

en := (0, . . . , 0, 1, 0, . . . )︷ ︸︸ ︷
1 an n-ter Stelle

(a) Zeigen Sie, dass {en}n∈N eine beschränkte Menge in `2 ist.

(b) Wahr oder nicht? Jede beschränkte Folge in Rn hat eine konvergente Teilfolge.

(c) Hat die Folge {en}n∈N eine konvergente Teilfolge?

(d) Zeigen Sie, dass für jedes Element x ∈ `2 gilt: limn→∞ 〈en, x〉 = 0.

2. [1+2+1+1 Punkte] Wir betrachten `∞ mit der Norm ‖x‖∞ = sup
k∈N
|xk|. Definiere den

Operator A : `∞ → `∞ durch

A (x1, x2, x3, x4, . . . ) =
(
x1, x2 − 1

2x1, x3 −
2
3x2, x4 −

3
4x3, . . .

)
,

also (Ax)1 = x1 und (Ax)k = xk − k−1
k xk−1 falls 2 ≤ k ∈ N. Zwei Teilräume von `∞ sind

wie folgt definiert:

c0 : die Teilmenge aller nach 0 konvergierenden Folgen, also

x = (x1, x2, x3, . . . ) ∈ c0 ⇔ lim
n→∞

xn = 0.

c00 : die Teilmenge aller Folgen mit Termen, die nur endlich oft ungleich 0 sind, also

x = (x1, x2, x3, . . . ) ∈ c00 ⇔ ∃n ∈ N mit ∀k > n : xk = 0.

(a) Berechnen sie ‖A‖`∞→`∞ .

(b) Es gilt Ker (A) = {0}. Existiert Ainvers : `∞ → `∞?

(c) Es gilt A (c0) ⊂ c0. Ist A : c0 → c0 injektiv? Ist A : c0 → c0 surjektiv?

(d) Es gilt A (c00) ⊂ c00.Ist A : c00 → c00 injektiv? Ist A : c00 → c00 surjektiv?
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3. [5 Punkte] Seien ai,j ∈ R für alle i, j ∈ N+, sodass
∑∞

i,j=1 a
2
i,j < ∞. Definiere den

Operator A : `2 → `2 durch

A (x1, x2, . . . ) :=

 ∞∑
j=1

a1,jxj ,
∞∑
j=1

a2,jxj , . . .

 .

Zeigen Sie, dass der Operator wohldefiniert und beschränkt ist.

4. Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Funktion p : V → R heißt subadditiv, wenn p (v + w) ≤
p(v) + p(w) für alle x, y ∈ V .
Nehme an, dass p : V → R subadditiv ist und das gilt p (tx) = p(x) für alle x ∈ V und
t ∈ R. Zeigen Sie, dass p dann linear ist.

5. Zeigen Sie, dass
{
e(k); k ∈ N+

}
mit

e
(k)
j = δkj :=

{
1 für k = j,
0 für k 6= j,

eine Schauderbasis ist für
(
`2, ‖·‖2

)
.

6. [2+2+1 Punkte] Eine Funktion f : [0, 1] → R heißt stückweise stetig, wenn es endlich
viele Punkte 0 = x0 < x1 < · · · < xn = 1 gibt, sodass für k ∈ {1, . . . , n} gilt

i. f auf (xk−1, xk) ist stetig,

ii. f(0), f (xk), lim
x↑xk

f(x) und lim
x↓xk−1

f(x) existieren.

Es werden alle Funktionen identifiziert, die bis auf endlich viele Stellen übereinstimmen.
Sei X dieser Vektorraum der stückweise stetigen Funktionen auf [0, 1].

(a) Zeigen Sie, dass (X, ‖·‖1) mit

‖f‖1 :=

∫ 1

0
|f(x)| dx für f ∈ X

ein normierter Raum ist. Ist es ein Banachraum?

(b) Zeigen Sie, dass C [0, 1] nicht abgeschlossen ist in X bezüglich der ‖·‖1-Norm.

(c) Zeigen Sie, dass ‖·‖1 und ‖·‖∞, mit ‖f‖∞ = sup {|f(x)| ;x ∈ [0, 1]}, keine äquivalente
Normen sind.
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