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.

1. [2+1+4+3 Punkte] Sei P die Menge aller reellen Polynomen in x ∈ R und sei ‖·‖ auf
P definiert durch

‖p‖ = sup {|p(x)| ;x ∈ [−1, 1]} .

Wir definieren A : P → R durch (Ap) (x) = p′(0).

(a) Zeigen Sie, dass ‖·‖ eine Norm auf P ist.

(b) Zeigen Sie, dass A : (P, ‖·‖)→ (R, |·|) nicht beschränkt ist .

(c) Sei nun p ein Polynom von Grad höchstens n, also p(x) =
∑n

k=0 pk x
k.

� Zeigen Sie, dass p(x) = 0 für alle x ∈ R, genau dann, wenn p
(
k
n

)
= 0 für alle

k ∈ {0, 1, . . . , n}.
� Zeigen Sie auch, dass man die Koeffizienten {pk}nk=0 als Linearkombination von

diesen
{
p
(
k
n

)}n
k=0

schreiben kann:
p0
p1
...
pn

 = Bn


p(0)
p( 1
n)
...

p(1)

 .

Hinweis: Ein Theorem von Lagrange besagt, dass wenn p ein Polynom ist von Grad
höchstens n ∈ N, und x0 < x1 < · · · < xn verschiedene Stellen in R sind, dann gilt

p(x) =
n∑
k=0

 ∏
0≤`≤n, ` 6=k

x− x`
xk − x`

 p(xk).

(d) Wir nennen Pn die Teilmenge von P , die genau alle Polynome von Grad höchstens n
enthält. Wir behaupten, dass A : (Pn, ‖·‖) → (R, |·|) ist beschränkt, weil Pn endlich
dimensional ist. Ist das ein Widerspruch zu b? Können Sie ‖A‖(Pn,‖·‖)→(R,|·|) mithilfe
der Matrix Bn abschätzen?
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2. Sei (V, ‖· · · ‖) ein reeller normierter Vektorraum. Seien {v1, . . . , vn} linear unabhängig und
α1, . . . , αn ∈ R. Zeigen Sie, dass dann ein lineares und stetiges Funktional

ϕ : V → R

existiert derart, dass ϕ(vi) = αi.

3. [1+1+2+1 Punkte] Sei (V, ‖·‖) ein reeller normierter Vektorraum. Sei A eine nichtleere,
konvexe Teilmenge von V .

(a) Zeigen Sie, dass das Innere von A, bezeichnet als A◦, ebenfalls konvex ist.

(b) Zeigen Sie, dass wenn a1 ∈ A und a2 ∈ A◦, dann gilt auch

θa1 + (1− θ) a2 ∈ A◦ für alle θ ∈ [0, 1) .

(c) Beweisen Sie mithilfe des Trennungssatzes von Hahn-Banach, dass wenn A◦ 6= ∅,
dann gilt

A ⊂ A◦.

Hinweis: Wenn x ∈ A\A◦, dann gibt es δ > 0 mit Bδ(x)∩A◦ = ∅ und man verwende
die geometrische Version von Hahn-Banach.

(d) Gilt A ⊂ A◦ auch, wenn A nicht konvex ist?

4. [3+2 Punkte] Sei (V, ‖·‖) ein reeller normierter Vektorraum und sei U ⊂ V ein Teilraum.

(a) Zeigen Sie die Äquivalenz:

� U liegt dicht in V .

� Für jede stetige lineare Abbildung ϕ : V → R mit ϕ(u) = 0 für alle u ∈ U folgt,
dass ϕ(v) = 0 für alle v ∈ V .

Hinweis: Für ⇐ nimmt man an, dass es v0 ∈ V gibt mit Bε (v0) ∩ U 6= ∅ und man
verwende Hahn-Banach.

(b) Zeigen Sie: Wenn U ein abgeschlossener Teilraum von V ist, und v ∈ V \ U , dann
gibt es eine stetige lineare Abbildung ϕ : V → R mit ϕ (v) = 1 und ϕ (u) = 0 für alle
u ∈ U .

5. Sei (V, ‖·‖) ein reeller normierter Vektorraum. Wenn A,B ⊂ V abgeschlossene konvexe
Mengen sind und A ∩ B = ∅, dann sagt Hahn-Banach, dass wenn A außerdem kompakt
ist, dann existieren eine stetige lineare Funktion ϕ : V → R und ci ∈ R mit

ϕ(a) ≤ c1 < c2 ≤ ϕ(b) für alle a ∈ A und b ∈ B.

Braucht man die Kompaktheit von A? Begründen Sie Ihre Antwort.
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