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1. [2+1+2 Punkte] Für reelle Folgen x = {xk}k∈N+ definiert man

‖x‖∞ = sup
k∈N+

|xk| und ‖x‖1 =
∞∑
k=1

|xk| .

� (c0, ‖·‖∞) ist der Vektorraum aller nach 0 konvergierenden reellen Folgen.

�

(
`1, ‖·‖1

)
ist der Vektorraum aller summierbaren reellen Folgen.

Wir wollen zeigen, dass der Dualraum von (c0, ‖·‖∞) mit
(
`1, ‖·‖1

)
identifiziert werden

kann.

(a) Sei y ∈ `1 und definiere Fy : (c0, ‖·‖∞)→ (R, |·|) durch:

Fy (x) =
∞∑
k=1

ykxk

Zeigen Sie, dass Fy für jedes y ∈ `1 linear und beschränkt ist und dass sogar folgendes
gilt:

‖Fy‖(c0,‖·‖∞)→(R,|·|) = ‖y‖1 .

(b) Sei nun F ∈ (c0)
∗. Sei ek ∈ c0 definiert durch

ek = {0, . . . , 0, 1, 0, . . . }︸ ︷︷ ︸
mit einer 1 an k-ter Stelle.

Zeigen Sie, dass {F (e1), F (e2), F (e3), . . . } ∈ `1.
(c) Wieso gilt so, dass der Dualraum von (c0, ‖·‖∞) mit

(
`1, ‖·‖1

)
zu identifizieren ist?

2. Sei (H, 〈·, ·〉) ein reeller Hilbertraum. Sei {xk}k∈N+ eine Folge in H. Zeigen Sie folgendes:

(a) Wenn xk → x in H, dann gilt auch xk ⇀ x in H und ‖xk‖ → ‖x‖ (jeweils für k →∞).

(b) Wenn xk ⇀ x in H und ‖xk‖ → ‖x‖, dann gilt auch xk → x in H (jeweils für k →∞).
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3. Sei (H, 〈·, ·〉) ein reeller Hilbertraum mit induzierter Norm ‖·‖ und seien {v0, v1, v2} un-
abhängige Vektoren in H. Wir definieren f : R2 → R durch

f (x1, x2) = ‖v0 + x1v1 + x2v2‖ .

(a) Zeigen Sie, dass f ein positives Minimum hat.

(b) Geben Sie an, dass das Minimum für genau ein Paar (x1, x2) erreicht wird.

4. [2+2+2+2 Punkte] Man definiert für eine reelle Folge x = {xk}k∈N+

‖x‖p :=
(∑∞

k=1
|xk|p

)1/p
für p ∈ [1,∞) ,

‖x‖∞ := supk∈N+ |xk| ,

und setzt für p ∈ [0,∞]:

`p :=
{
{xk}k∈N+ ; ‖x‖p <∞

}
.

Sei nun 1 ≤ p < q ≤ ∞.

(a) Zeigen Sie, dass gilt `p ⊂ `q und `p 6= `q.

(b) Ist die Abbildung I :
(
`p, ‖·‖p

)
→
(
`q, ‖·‖q

)
, definiert durch Ix = x, stetig?

(c) Ist A =
{
x ∈ `p; ‖x‖p < 1

}
eine konvexe Teilmenge von `q?

(d) Ist B =
{
x ∈ `p; ‖x‖q < 1

}
eine konvexe Teilmenge von `p?

Hinweis: betrachten sie erst p = 2 und q =∞.

5. [2+2+2+1 Punkte] Wir betrachten

Clim (R) :=

{
v ∈ C(R); lim

x→∞
v (x) und lim

x→−∞
v (x) existieren

}
.

(a) Zeigen Sie, dass (Clim (R) , ‖·‖∞) mit ‖v‖∞ = supx∈R |v (x)| ein normierter Vektor-
raum ist.

(b) Zeigen Sie, dass φ : Clim (R)→ R, definiert durch

φ (v) := lim
M→∞

1

2M

∫ M

−M
v (x) dx.

ein stetiges lineares Funktional ist.

(c) Zeigen Sie, dass man dieses Funktional zu φ̃ ∈ L∞ (R)∗ erweitern kann.

(d) Zeigen Sie, dass keine Funktion f ∈ L1 (R) existiert mit

φ̃ (v) =

∫
R
v (x) f (x) dx für alle v ∈ L∞ (R) .
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